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Notations
V : pour tout.
3 : il existe.

| ou t.q. : tel que
A\B : ensemble A privé de ’ensemble B.
Conv(A) : enveloppe convexe de A.

A : adhérence de A.
A ou Int(A) : intérieur de A.

OA : frontiére de A, i.e. A\ A

max : maximum.

min : minimum.

sup : borne supérieure.

inf : borne inférieure.

lim : limite.

limsup : limite supérieure.

liminf : limite inférieure.

IN : ensemble des entiers naturels.

Z : ensemble des entiers relatifs.

@ : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

R : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C : ensemble des nombres complexes.

Re z : partie réelle du nombre complexe z.

Im z : partie imaginaire du nombre complexe z.

| | : valeur absolue, ou module.

Vect : espace vectoriel engendré par.

M, »(K) : ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients dans K.
M, (K) : ensemble des matrices carrées d’ordre n, a coefficients dans K.
ker! : noyau de I’application linéaire .

Im [ : image de ’application linéaire .

det : déterminant.

tr : trace.

rg ou rang : rang.

com(A) : comatrice de la matrice A.

xA(X) : polynéme caractéristique de la matrice A.
m4(X) : polynéme minimal de la matrice A.

A

exp(A), ou e’ : exponentielle de la matrice A.

AT : transposée de la matrice A.
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z! transposée du vecteur x.
) (ot f est une fonction numérique) : n-éme dérivée de la fonction f.

df (z).h (ou f est une application d’'un Banach E dans un Banach F) : différentielle de Fréchet

de f au point x, appliquée au vecteur h.
%(m, y)h (ou f est une application de E x F dans G, et E, F, G sont des espaces de Banach) :
différentielle de Fréchet de f par rapport a la variable z, au point (x,y) € E x F, appliquée
au vecteur h € E.

V[ (ou f est une fonction) : gradient de f.
CP(Q,K) : ensemble des applications de €2 dans K, de classe CP.
LP(Q,K) : ensemble des applications mesurables de Q dans K, de puissance p intégrable.

L7 (2, K) : ensemble des applications mesurables de 2 dans K, dont la puissance p est
intégrable sur tout compact de (2.

H'(Q,K) : ensemble des applications mesurables f de 2 dans K, telles que f, f’ € L*(Q, K).
— : fleche de convergence faible.
L : transformation de Laplace.

Accq(xo,T) : ensemble accessible en temps T' depuis le point x, pour des contrdles a valeurs
dans €.

E.o.1, ou Ep (si le point zo est sous-entendu) : application entrée-sortie en temps 1" depuis
le point xg.

lz||w (ott z € K" et W € M,,(K)) : abbréviation pour 2" Waz.

T, M (ot M est une variété, et © € M) : espace tangent a M au point z.

T*M : espace cotangent a M au point x.

[X,Y] (ou X et Y sont des champs de vecteurs) : crochet de Lie des champs X et Y.
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Avant-propos

Qu’est-ce que la théorie du controle? La théorie du contrble analyse les propriétés des
systémes commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen
d’'une commande (ou contrdle). Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné
a un certain état final, en respectant éventuellement certains critéres. Les systémes abordés sont
multiples : systémes différentiels, systémes discrets, systémes avec bruit, avec retard... Leurs origines
sont trés diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, économie... L’objectif peut
étre de stabiliser le systéme pour le rendre insensible & certaines perturbations (stabilisation),
ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critére d’optimisation (controle
optimal).

Dans les industries modernes ot la notion de rendement est prépondérante, le role de I'au-
tomaticien est de concevoir, de réaliser et d’optimiser, tout au moins d’améliorer les méthodes
existantes. Ainsi les domaines d’application sont multiples : aérospatiale, automobile, robotique,
aéronautique, internet et les communications en général, mais aussi le secteur médical, chimique,
génie des procédés, etc.

Du point de vue mathématique, un systéme de contréle est un systéme dynamique dépen-
dant d’un paramétre dynamique appelé le controle. Pour le modéliser, on peut avoir recours a des
équations différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles,
stochastiques, etc. Pour cette raison la théorie du controéle est & 'interconnexion de nombreux do-
maines mathématiques. Les controles sont des fonctions ou des paramétres, habituellement soumis
& des contraintes.

Controlabilité. Un systéme de contrdle est dit controlable si on peut amener (en temps fini)
d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit. Pour les systémes de contréle linéaires en
dimension finie, il existe une caractérisation trés simple de la contrélabilité, due a Kalman. Pour
les systémes non linéaires, le probléme mathématique de controlabilité est beaucoup plus difficile.

Origine du controle optimal. Une fois le probléme de contrélabilité résolu, on peut de plus
vouloir passer de I’état initial a I’état final en minimisant un certain critére; on parle alors d’un
probléme de contréle optimal. En mathématiques, la théorie du contréle optimal s’inscrit dans la
continuité du calcul des variations. Elle est apparue aprés la seconde guerre mondiale, répondant &
des besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de I’aéronautique et de la dynamique
du vol. Historiquement, la théorie du controle optimal est trés liée a la mécanique classique, en
particulier aux principes variationnels de la mécanique (principe de Fermat, de Huygens, équations
d’Euler-Lagrange). Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de Pontryagin, formulé
par L. S. Pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire d’optimalité et permet ainsi de
calculer les trajectoires optimales (voir [31] pour D'histoire de cette découverte). Les points forts
de la théorie ont été la découverte de la méthode de programmation dynamique, 'introduction
de I'analyse fonctionnelle dans la théorie des systémes optimaux, la découverte des liens entre les
solutions d’un probléme de controle optimal et des résultats de la théorie de stabilité de Lyapunov.
Plus tard sont apparues les fondations de la théorie du contréle stochastique et du filtrage de
systémes dynamiques, la théorie des jeux, le controle d’équations aux dérivées partielles.

Notons que l'allure des trajectoires optimales dépend fortement du critére d’optimisation. Par
exemple pour réaliser un créneau et garer sa voiture, il est bien évident que la trajectoire suivie
différe si on réalise 'opération en temps minimal (ce qui présente un risque) ou bien en minimisant
la quantité d’essence dépensée. Le plus court chemin entre deux points n’est donc pas forcément
la ligne droite. En 1638, Galilée étudie le probléme suivant : déterminer la courbe sur laquelle une
bille roule, sans vitesse initiale, d’un point A & un point B, avec un temps de parcours minimal, sous
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Paction de la pesanteur (toboggan optimal). C’est le fameux probléme de la brachistochrone (du
grec brakhistos, “le plus court”, et chronos, “temps”). Galilée pense (& tort) que la courbe cherchée
est 'arc de cercle, mais il a déja remarqué que la ligne droite n’est pas le plus court chemin
en temps. En 1696, Jean Bernoulli pose ce probléme comme un défi aux mathématiciens de son
époque. Il trouve lui-méme la solution, ainsi que son frére Jacques Bernoulli, Newton, Leibniz et le
marquis de I’'Hospital. La solution est un arc de cycloide commencant par une tangente verticale.
Ce résultat a motivé le développement de la théorie du calcul des variations, devenue, plus tard, la
théorie du controdle optimal (pour plus de détails sur I’histoire du probléme de la brachistochrone,
voir [68]). Voir aussi 'exercice 7.3.24 dans ce livre.

Controle optimal moderne et applications. On considére que la théorie moderne du controle
optimal a commencé dans les années 50, avec la formulation du principe du maximum de Pon-
tryagin, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul des variations. Dés lors, la théorie
a connu un essor spectaculaire, ainsi que de nombreuses applications. De nos jours, les systémes
automatisés font complétement partie de notre quotidien (nous en sommes souvent inconscients),
ayant pour but d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines taches : systéme de frei-
nage ABS, assistance a la conduite, servomoteurs, thermostats, régulation hygrométrique, circuits
frigorifiques, controle des flux routiers, ferroviaires, aériens, boursiers, fluviaux, barrages EDF,
photographie numérique, filtrage et reconstruction d’images, lecteurs CD et DVD, réseaux infor-
matiques, moteurs de recherche sur internet, circuits électriques, électroniques, télécommunications
en général, controle des procédés chimiques, raffinage pétrolier, chaines industrielles de montage,
peacemakers et autres systémes médicaux automatisés, opérations au laser, robotique, satellites,
guidages aérospatiaux, bioréacteurs, distillation, ... La liste est infinie, les applications concernent
tout systéme sur lequel on peut avoir une action, avec une notion de rendement optimal.

Résumé du livre

L’objectif de ce livre est de présenter, du point de vue mathématique, les bases théoriques
du controéle optimal, ainsi que des applications concrétes de cette théorie. Il a été rédigé a partir
de notes de cours d’Automatique et de Controle Optimal enseignés par 'auteur dans le master
d’Ingénierie Mathématique de I’Université d’Orsay, Option Automatique.

Il est accessible & un éléve suivant une formation universitaire (licence, master) ou une école
d’ingénieurs.

Dans une premiére partie, on présente la théorie du controéle optimal pour des systémes de
contrdle linéaires, ainsi que la théorie dite linéaire-quadratique et ses applications : régulation,
stabilisation, filtrage de Kalman.

Dans une seconde partie, on présente la théorie du controle optimal pour des systémes de
controle généraux (non linéaires), avec notamment le principe du maximum de Pontryagin dans
toute sa généralité, ainsi que la théorie d’Hamilton-Jacobi. Un chapitre est consacré aux méthodes
numériques en controle optimal.

Enfin, en appendice on effectue quelques rappels :

— généralisations des théorémes de Cauchy-Lipschitz pour des équations différentielles ordi-

naires ;

— bases de 'automatique : fonctions de transfert, stabilisation, observateurs.

Ce livre est résolument orienté vers les applications concrétes de 'automatique et du controéle
optimal, et de nombreux exercices et applications sont présentés. Les applications numériques sont
également détaillées ; elles sont effectuées a ’aide de logiciels standards comme Matlab et Maple,
ou bien, si nécessaire, implémentées en C++. Parmi les applications détaillées dans cet ouvrage,
figurent le controle optimal d’un ressort (linéaire ou non linéaire) ; le filtrage de Kalman ; différents
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problémes de régulation ; le contréle optimal et la stabilisation d’une navette spatiale en phase de
rentrée atmosphérique ; le transfert orbital d’un satellite & poussée faible ; le controle optimal et la
stabilisation d’un pendule inversé. Des exercices concernent aussi différents problémes d’aéronau-
tique, transfert de fichiers informatiques, controle d’un réservoir, probléme de Bolzano en économie,
dynamique des populations (systéme prédateurs-proies), réactions chimiques, mélangeurs, circuits
électriques, controle d’épidémies. Ils sont présentés avec des éléments de correction et, si nécessaire,
des algorithmes d’implémentation numérique.



Chapitre 1

Introduction : contréle optimal d’un
ressort

Pour expliquer et motiver la théorie nous allons partir d’un probléme concret simple : le controéle
optimal d’un ressort. Cet exemple, leitmotiv de cet ouvrage, sera résolu complétement, de maniére
théorique puis numérique.

Dans une premiére partie, nous nous placerons dans le cas linéaire : c’est le probléme de 'os-
cillateur harmonique (traité en totalité dans [52]), et nous développerons la théorie du controle
optimal linéaire.

Dans une deuxiéme partie nous traiterons le cas de l'oscillateur non linéaire et introduirons
des outils généraux de théorie du controle optimal. Les applications numériques seront effectuées
a l’aide des logiciels Maple et Matlab.

1.1 Présentation du probléme

I
e
i
m

NAANANANAVANAN

FIGURE 1.1 — Le ressort

Considérons une masse ponctuelle m, astreinte a se déplacer le long d’un aze (Ox), attachée a
un ressort (voir figure 1.1). La masse ponctuelle est alors attirée vers l'origine par une force que
'on suppose égale & —k1(z — 1) — ko(z — )3, ot [ est la longueur du ressort au repos, et ki, kg sont
des coefficients de raideur. On applique & cette masse ponctuelle une force extérieure horizontale
u(t)i. Les lois de la physique nous donnent I’équation du mouvement,

mi(t) + ki (z(t) — 1) + ka(x(t) — 1)® = u(t). (1.1)

11
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De plus on impose une contrainte & la force extérieure,
u(t)] < 1.

Cela signifie qu’on ne peut pas appliquer n’importe quelle force extérieure horizontale a la masse
ponctuelle : le module de cette force est borné, ce qui traduit le fait que notre puissance d’action
est limitée et rend ainsi compte des limitations techniques de I’expérience.
Supposons que la position et la vitesse initiales de 'objet soient x(0) = x, ©(0) = yo. Le probléme
est d’amener la masse ponctuelle a la position d’équilibre = [ en un temps minimal en contrélant
la force externe u(t) appliquée a cet objet, et en tenant compte de la contrainte |u(t)] < 1. La
fonction u est appelée le controle.

Des conditions initiales étant données, le but est donc de trouver une fonction u(t) qui permet
d’amener la masse ponctuelle & sa position d’équilibre en un temps minimal.

1.2 Modélisation mathématique

Pour la simplicité de exposé, nous supposerons que m = 1 kg, k; =1 N.m~!, [ = 0 m (on se
rameéne a [ = 0 par translation). Dans la premiére partie sur le contréle linéaire, nous supposerons
que ky = 0, et dans la deuxiéme partie sur le controle non linéaire, nous prendrons ko = 2 (ces
valeurs n’étant pas limitatives dans le probléme).

Dans l’espace des phases (x, ), le systéme différentiel correspondant a 1’équation du mouvement

- { #t) = y(0),
G(t) = —a(t) — kaz(t)® + u(?),
2(0) = 20, #(0) = yo.
Posons
(8 )00 3= ) e (3 - ()
On obtient

X(t) = AX(t) + f(X(t)) + Bu(t), X(0)= X,.

On dit qu’il s’agit d’un systéme différentiel contrélé. C’est un systéme linéaire dans le cas ot ko = 0.

1.3 Quelques remarques sur I’équation

Faisons quelques remarques sur I’équation (1.1) dans le cas non linéaire, avec ko = 2.

Le ressort libre

Dans ce paragraphe on suppose que u(t) = 0, c’est-a-dire qu’aucune force n’est appliquée au
ressort. L’équation (1.1) se réduit alors a

E(t) + x(t) + 2z(t)* = 0,

qui s’appelle I'équation de Duffing. 11 est trés facile de vérifier que toute solution x(-) de cette
équation est telle que
z(t)? + z(t)* + i(t)* = Cste.

Autrement dit, dans le plan de phase, toute solution est périodique, et son image est incluse dans
une courbe algébrique. Ci-dessous nous utilisons Maple pour tracer dans le plan de phase (x, )
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plusieurs trajectoires solutions et le champ de vecteurs associé, ainsi que les courbes x(t) en fonction
de t.
Les commandes suivantes donnent la figure 1.2.

> with(DEtools):
> eql := D(x) (t)=y(t)
eq2 := D(y) (t)=-x(t)-2*x(£)"3 :
sys := eql,eq2 :
ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0]
> DEplot ([sys], [x(t),y(t)],t=0..6,[ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]);
> DEplot ([sys], [x(t),y(t)],t=0..6,[ic],stepsize=0.05,
scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]);

]

]

FIGURE 1.2 —

Le ressort amorti
Dans ce paragraphe on suppose que u(t) = —i(t). L’équation (1.1) devient
E(t) + x(t) + 22(t)® + (t) = 0.

A Taide de Maple, tracons dans le plan de phase (z, &) plusieurs trajectoires solutions et le champ
de vecteurs associé.

> eql := D(x) (t)=y(t)
eq2 := D(y) (£)=-x(t)-2*x(t)"3-y(t)
sys := eql,eq2 :

ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0]
DEplot ([sys], [x(t),y(t)],t=0..15,[ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]);
DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..15, [ic],stepsize=0.05,
scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]);

On observe un amortissement : les solutions tendent vers lorigine (voir figure 1.3). En fait il est
aisé, a l'aide de la théorie de Lyapunov, de montrer que l'origine est globalement asymptotiquement
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FIGURE 1.3 —

stable. Notons cependant que ce contrdle u(t) ne résout pas notre probléme, car le temps pour
amener le ressort a sa position d’équilibre est infini!

Le ressort entretenu

Dans ce paragraphe on suppose que

L’équation (1.1) devient
E(t) +x +22(t)® + (x(t)? — 1)i(t) = 0.
C’est une équation dite de Van der Pol.

A Taide de Maple, tragons dans le plan de phase (x, %) plusieurs trajectoires solutions et le
champ de vecteurs associé, ainsi que les courbes z(t) en fonction de ¢.

> eql := D(x) (t)=y(t)
eq2 := D(y) (£)=-x(t)-2*x(t) ~3-(x(t)~2-1) *xy(t)
sys := eql,eq2 :

ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=4,y(0)=0]
DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..10, [ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]);
DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..10, [ic],stepsize=0.05,
scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]);

Numériquement (voir figure 1.4) on constate I'existence d’une solution périodique qui semble
“attirer” toutes les autres solutions. En fait on peut montrer rigoureusement que cette solution pé-
riodique (cycle limite) existe, est unique et est attractive (la démonstration n’est pas complétement
élémentaire, et d’ailleurs le cycle n’est pas algébrique).

Qualitativement on peut comprendre le comportement d’un tel oscillateur en discutant le signe
de x(t)? — 1. En effet si x(t) est grand il y a un amortissement et le rayon polaire des solutions dans
le plan de phase a tendance a décroitre. Au contraire si x(t) est petit alors le terme (x(t)? — 1)&(t)
apporte de I’énergie et le rayon a tendance & augmenter. On retrouve bien ce comportement sur la
figure.

L’équation de Van der Pol est en fait le modeéle d’une horloge.
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1.3. QUELQUES REMARQUES SUR L’EQUATION

S~——

8

FIGURE 1.4 —
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Controle optimal de systémes
linéaires
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Le probléme général étudié dans cette partie est le suivant. Soient n et m deux entiers naturels
non nuls, I un intervalle de IR, et soient A, B et r trois applications L sur I (en fait, localement
intégrables, L}, suffit), a valeurs respectivement dans M, (R), M, .,(R), et M, 1(R) (identifié
a IR™). Soit © un sous-ensemble de R™, et soit zyp € R". Le systéme de controdle linéaire auquel
on s’intéresse est

Vtel @(t) = A@t)z(t) + B(t)u(t) + r(t),

(0) = 20 (1.2)

ou l'ensemble des controles u considérés est 'ensemble des applications mesurables et localement
bornées sur I, & valeurs dans le sous-ensemble Q C R™.

Les théorémes d’existence de solutions d’équations différentielles (cf section 11.3) nous assurent
que, pour tout controle u, le systéme (1.2) admet une unique solution z(-) : I — R", absolument
continue. Soit M (-) : I — M, (IR) la résolvante du systéme linéaire homogene @(t) = A(t)x(t),
déefinie par M(t) = A(t)M(t), M(0) = Id. Notons que si A(t) = A est constante sur I, alors
M(t) = et4. Alors, la solution z(-) du systéme (1.2) associée au controle u est donnée par

z(t) = M(t)zo + /0 M ()M (s)"Y(B(s)u(s) + r(s))ds,

pour tout t € I.
Cette application dépend de u. Donc si on change la fonction u, on obtient une autre trajectoire
t — x(t) dans R" (voir figure 1.5).

FIGURE 1.5 —

Deux questions se posent alors naturellement :

— Etant donné un point z; € R", existe-t-il un contrdle u tel que la trajectoire associée a ce
controle joigne xp & x1 en un temps fini T'? (voir figure 1.6)
C’est le probléme de controlabilité.

x(t)

—

A e

FIGURE 1.6 — Probléme de controlabilité

Zo
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— Sila condition précédente est remplie, existe-t-il un controle joignant xg & x1, et qui de plus
minimise une certaine fonctionnelle C'(u) ? (voir figure 1.7)
C’est le probléme de controle optimal.
La fonctionnelle C(u) est un critére d’optimisation, on I'appelle le codt. Par exemple ce cotit
peut étre égal au temps de parcours; dans ce cas c’est le probléme du temps minimal.

xo T :‘T(T)

FIGURE 1.7 — Probléme de controle optimal

Les théorémes suivants vont répondre a ces questions, et permettre en particulier de résoudre
le probléme de oscillateur harmonique linéaire (k2 = 0) vu en introduction.



Chapitre 2

Controlabilité

2.1 Ensemble accessible

2.1.1 Définition
Considérons le systéme controlé (1.2),
Vtel &(t)=A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t),
x(0) = o,

Définition 2.1.1. L’ensemble des points accessibles & partir de zg en un temps 7" > 0 est défini

par
ACCQ(:Z?(),T) - {xu(T) | u e LOO([OaT]vﬂ)}’

ol z,(-) est la solution du systéme (1.2) associée au controle u.

Autrement dit Accq(zo,T) est Pensemble des extrémités des solutions de (1.2) au temps T,
lorsqu’on fait varier le controéle u (voir figure 2.1). Pour la cohérence on pose Accq(zo,0) = {zo}.

ACCQ (xo, T)

FIGURE 2.1 — Ensemble accessible

2.1.2 Topologie des ensembles accessibles

Théoréme 2.1.1. Considérons le systéme de controle linéaire dans IR"

&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)

21
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ot @ C IR™ est compact. Soient T > 0 et zg € R™. Alors pour tout t € [0,T], Acca(zo,t) est
compact, convexe, et varie continiment avec t sur [0,T].

Remarque 2.1.1. La convexité de Accq(xo,t) est facile a établir si 2 est convexe. En effet, dans ce
cas, soient z}, 2} € Accq(zo,t), et A € [0,1]. On veut montrer que Azt + (1 — \)ad € Accq(zo, ).
Par définition, pour ¢ = 1,2, il existe un controle u; : [0,t] — Q tel que la trajectoire z;(-) associée
a u,; vérifie

ii(s) = A(s)xi(s) + B(s)ui(s) +r(s), ;(0) = zo, z;(t) = x}.

D’aprés la formule de variation de la constante,
t
z; = x;(t) = M(t)wo + / M ()M (s)"H(B(s)u;(s) + r(s)) ds.
0

Pour tout s € [0, ¢], posons u(s) = Aug(s)+ (1 — XN)uz(s). Le contrdle u est dans L>°, & valeurs dans
) car Q est convexe. Soit z(+) la trajectoire associée a u. Alors, par définition de A(zg,t), on a

x(t) = M(t)xo + /0 M ()M (s)"H(B(s)u(s) +r(s))ds € Accq(zo,t).
Or,

et + (1= N)axy = AM (t)zo + (1 — A)M(t)zo
+ /0 M ()M (s) 1 (B(s)(Auy(s) + (1 = Nua(s)) 4+ Ar(s) + (1 — N)r(s)) ds = x(t)

donc Azl + (1 — Nzl € Accq(zo,t), ce qui prouve la convexité de Accq(zo,t).

Pourtant, et ce résultat est surprenant, la conclusion de ce théoréme est encore vraie si {2 n’est
pas convexe. Ceci implique en particulier le résultat suivant.

Corollaire 2.1.2. Supposons que € soit compact. On rappelle qu’on note Accq(xo,t) l'ensemble
accessible depuis xg en temps t pour des controles a valeurs dans €. On a

Accq(wo,t) = Accoonv(a)(To, 1),

ot Conv(QY) est l’enveloppe convexe de Q. En particulier, on a Accoq(xo,t) = Accq(xo,t), ot IQ
est la frontiere de €.

Ce dernier résultat illustre le principe bang-bang (voir théoréme 3.2.1).

Démonstration du théoréeme 2.1.1. Démontrons d’abord ce théoréme dans le cas ou €2 est compact
et convexe. La convexité de Accq(xo,t) résulte alors de la remarque 2.1.1. Montrons maintenant la
compacité de Accq(wo,t). Cela revient & montrer que toute suite (z.),en de points de Accq(zo,t)

admet une sous-suite convergente. Pour tout entier n, soit u,, un contréle reliant zo & z} en temps
t, et soit x,(-) la trajectoire correspondante. On a donc
¢
rh = 2,(t) = M(t)zo + / M ()M (s)"H(B(s)un(s) + r(s))ds. (2.1)
0

Par définition, les controles u,, sont & valeurs dans le compact €2, et par conséquent la suite (un )nen
est bornée dans L2([0,¢], R™). Par réflexivité de cet espace (voir [19]), on en déduit que, & sous-
suite prés, la suite (u,)nen converge faiblement vers un contréle u € L2([0,¢], R™). Comme (2
est supposé convexe, on a de plus u € L2([0,t],Q). Par ailleurs, de la formule de représentation
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(2.1) on déduit aisément que la suite (2, (-))nen est bornée dans L2([0,¢], R™). De plus, de I'égalité
&n = Az, + Bu, + r, et utilisant le fait que A, B et r sont dans L sur [0,7], on conclut que
la suite (i,(-))nen est également bornée dans L2([0,t], R"), autrement dit que cette suite est
bornée dans H*([0,¢], R"). Mais comme cet espace de Sobolev est réflexif et se plonge de maniére
compacte dans C°([0,],IR") muni de la topologie uniforme, on conclut que, & sous-suite prés, la
suite (zn,(+))nen converge uniformément vers une application x(-) sur [0,¢]. En passant a la limite
dans (2.1) il vient alors

x(t) = M(t)zo + /0 M(t)M(s)"Y(B(s)u(s) + r(s))ds,

et en particulier
lim z) = lim m,,(t) =z(t) € Accq(wo,t),

i—400 i i—4-00

ce qui prouve la compacité.

Montrons enfin la continuité par rapport a ¢t de Accq(xo,t). Soit € > 0. On va chercher 6 > 0
tel que
th,tz S [0, T] |t1 — t2| <= d(ACCQ(tl),ACCQ(tz)) < g,

ou on note pour simplifier Accq(t) = Aceq(xo,t), et ol

yEAccq(tz) yEAccq(t1)

d(Accq(t1), Aceq(ta)) = sup< sup  d(y,Accq(ty)), sup d(y,AccQ(tg))> .
<

Par la suite, on suppose 0 < ¢t < to < T Il suffit de montrer que
1. Yy € Accq(te) d(y,Acca(tr)) < e,
2. Yy € Accq(t1) d(y,Accq(te)) <e.

Montrons juste le premier point (2. étant similaire). Soit y € Accq(tz). Il suffit de montrer que
Jz € Accq(t) | d(y,z) <e

Par définition de Accq(t2), il existe un controle u € L%([0, 7], ) tel que la trajectoire associée & u,
partant de xq, vérifie z(t2) = y (voir figure 2.2). On va voir que z = z(t;) convient. En effet on a

FIGURE 2.2 —
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x(t2) —x(t1) = M(t2)zo + /0 ’ M (ta) M (s) " (B(s)u(s) + r(s))ds
_ <M(t1)x0 + / 1 M (t1)M(s) " (B(s)u(s) + r(s))ds)
0
= M(t2) /t M(s) " (B(s)u(s) 4+ r(s))ds

1
t1

+ (M(t2) — M(t1)) (Io + M(s) Y (B(s)u(s) + T(s))ds)

0

Si [t; — to| est petit, le premier terme de cette somme est petit par continuité de l'intégrale; le
deuxiéme terme est petit par continuité de ¢t — M (t). D’ou le résultat.

Dans le cas général ou  est seulement compact (mais pas forcément convexe), la preuve est
plus difficile est fait appel au lemme de Lyapunov en théorie de la mesure (démontré par exemple
dans [52, Lemma 4A p. 163]) et plus généralement au théoréme d’Aumann (voir par exemple [37]),
grace auquel on a les égalités

T
{/0 M) B(yu(t)dt | u e L=([0,T],9)}
T
:{/0 M) B(t)ut)dt | u e L=([0,T],002)}

T
_{/0 M) B(t)u(t)dt | uw € L>=([0,T], Conv(Q))},

et de plus ces ensembles sont compacts convexes. La preuve du théoréme et du corollaire s’ensuivent.
Notons que la preuve du lemme de Lyapunov et du théoréme d’Aumann évoqués ici reposent
sur le théoréme de Krein-Milman en dimension infinie (du moins, sur le fait que tout compact
convexe d’un espace localement convexe admet au moins un point extrémal, voir [37] pour des
précisions). O

Remarque 2.1.2. Sir =0 et zy = 0, la solution de i(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), z(0) = 0, s’écrit

t
x(t) = M(t)/ M(s)"'B(s)u(s)ds,
0
et est linéaire en u.

Cette remarque nous meéne a la proposition suivante.

Proposition 2.1.3. On suppose que r = 0, xg = 0 et Q = IR™. Alors, pour tout t > 0, l’en-
semble Accpm(0,t) est un sous-espace vectoriel de IR™. Si on suppose de plus que A(t) = A et
B(t) = B sont constantes (systéme autonome), alors, pour tous 0 < t; < ta, on a Accrm(0,t1) C
ACCRm (O,tQ).

Démonstration. Soient x1,x3 € Accgrm(0,T), et A\, u € R. Pour i = 1,2, il existe par définition un
controle u; et une trajectoire associée x;(-) vérifiant z;(t) = z}. D’out

¢
= M(t)/ M(s)"'B(s)ui(s)ds.
0
Pour tout s € [0, 7], posons u(s) = Aui(s) + pua(s). Alors

ey + pry = M(t)/0 M(s)"'B(s)u(s)ds = x(t) € Accrm(0,1).
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Pour la deuxiéme partie de la proposition, soit 1 € Accrm (0,t;). Par définition, il existe un
controle up sur [0,%1] tel que la trajectoire associée z1(+) vérifie x1(¢1) = x1. D’ott

t1
x1 = M(ty) M (s)"*Buy(s)ds.
0
De plus on a ici M (t) = e*. Définissons uy sur [0, t2] par

UQ(t): si O< t <t2—t1
u2(t):u1(t1—t2+t) si t2—t1§ t §t2

Soit x2(+) la trajectoire associée & ug sur [0, t2]. Alors
ta
To(ty) = M(tg)/ M (t)" Buy(t)dt
0
to

= M(tg) M(t)_lBUQ(t)dt car UQ|[07t2,t1] =0
to—1t1
ty
= M(ty) | M(ts) *M(t1)M(s) ' Bug(ty —t; +s)ds sis=1t; —ty+1t
0
ty

= M(t1) M(s)"*Buy(s)ds

=] ’
Ainsi, 21 € Accrm (0, t2). O
Remarque 2.1.3. Dans le cadre de la deuxiéme partie de la proposition, Accgm (0) = thAccRm (0,1),

Pensemble des points accessibles (en temps quelconque), est un sous-espace vectoriel de R". En
effet, une union croissante de sous-espaces vectoriels de R™ est un sous-espace vectoriel.

2.1.3 Définition de la controlabilité

Définition 2.1.2. Le systéme controlé @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit controlable en
temps T depuis le point xg si Accq(xo,T) = R", i.e. , pour tous xg, 1 € R", il existe un controle
u € L>(]0,T],9Q) tel que la trajectoire associée relie 29 & 21 en temps T (voir figure 2.3).

- /N 1

FIGURE 2.3 — Controélabilité

2.2 Controlabilité des systémes linéaires autonomes

2.2.1 Cas sans contrainte sur le contréle : condition de Kalman

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans le
cas ou A et B ne dépendent pas de t.
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Théoréme 2.2.1. On suppose que Q = IR™ (pas de contrainte sur le contréle). Le systéme i(t) =
Ax(t) + Bu(t) +r(t) est controlable (en temps T quelconque, depuis un point initial quelconque) si
et seulement si la matrice

C = (B,AB,...,A" 'B)
est de rang n.
La matrice C est appelée matrice de Kalman, et la condition rg C = n est appelée condition

de Kalman.

Remarque 2.2.1. La condition de Kalman ne dépend ni de 7" ni de xg. Autrement dit, si un systéme
linéaire autonome est contrélable en temps 7" depuis z, alors il est controlable en tout temps depuis
tout point.

Démonstration. L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. La matrice C est de rang n si et seulement si l’application linéaire

o: 1=(0,T|, R") — R"
u fOTe(T_t)ABu(t)dt

est surjective.

Preuve du lemme. Supposons tout d’abord que rg C' < n, et montrons qu’alors ® n’est pas sur-
jective. L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur ¢» € R™\{0}, que ’'on supposera
étre un vecteur ligne, tel que ¢»C' = 0. Par conséquent,

YB=9yAB=...=¢yA" 'B=0.
Or d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley, il existe des réels ag, a1, ..., a,—1 tels que
A" = agl 4+ - - ap_1 A" 1.
On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
YAFB =0,

et done, pour tout t € [0, 7],
Ye! B = 0.

Par conséquent, pour tout controle u, on a

T
¥ / eT=DABu(t)dt = 0,
0

i.e. Y®(u) =0, ce qui montre que ® n’est pas surjective.
Réciproquement, si ® n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne v € R™\{0} tel que
pour tout contréle u on ait

T
¥ / eT=DABu(t)dt = 0.
0
Ceci implique que, pour tout t € [0, 7],

YeT=D4B = 0.
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En t = T on obtient B = 0. Ensuite, en dérivant par rapport & t, puis en prenant ¢t = T, on
obtient 1y AB = (. Ainsi, par dérivations successives, on obtient finalement

YB=9pAB=---=9pA" !B =0,
donc ¥vC' = 0, et donc rg C' < n. O

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme.
Si la matrice C est de rang n, alors d’aprés le lemme I’application ® est surjective, i.e. ®(L>) =
IR"™. Or, pour tout controéle u, 'extrémité au temps T de la trajectoire associée a u est donnée par

z(T) = etz + /OT eT=DA(Bu(t) + r(t))dt,

de sorte que I’ensemble accessible en temps T depuis un point 2y € R™ est

T
Accgm (T, z0) = " g + / T4 (1)dt + ¢(L>) = R",
0

ce qui montre que le systéme est controélable.
Réciproquement si le systéme est controlable, alors il est en particulier contrélable depuis xg
défini par

T
xo = —e_TA/ eT=DAr(t)dt.
0
Or en ce point ’ensemble accessible en temps T s’écrit
ACC]Rm (T, .Io) = ¢(LOO),

et le systéme étant contrdlable cet ensemble est égal a R". Cela prouve que @ est surjective, et
donc, d’aprés le lemme, que la matrice C' est de rang n. O

Remarque 2.2.2. Si xg = 0 et si r = 0, la démonstration précédente est un peu simplifiée puisque
dans ce cas, d’aprés la remarque 2.1.3, Accgr=(0) est un sous-espace vectoriel.

Exercice 2.2.1 (Test de Hautus.).
Soient A une matrice carrée de taille n et B une matrice de taille n x m, avec n et m deux entiers
naturels non nuls. Montrer 1’équivalence de :

(1) Le couple (A, B) vérifie la condition de Kalman rg(B, AB,..., A" 1B) = n.
(2) YAeC rg(M — A,B) =n.

(3) VA € Spec(A) rg(A — A, B) =n.

(4) Vz vecteur propre de AT, BTz #0.

(5) Ie>0|VAeC VzeR" ||((M—-AD)z||?+||BT2||? = ||z

—_— =

Indications : On pourra démontrer que :

(2) < (3) (3) & (4) : par 'absurde (2) & (5) non (4) = non (1)
non (1) = non (4) : on pose N = {z € R" | 2TA*B = 0 Vk € IN}. Montrer que
ATN C N. Montrer que : non (1) = N # {0}, puis que AT a un vecteur propre dans
N.
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2.2.2 Cas avec contrainte sur le controle

Dans le théoréme 2.2.1, on n’a pas mis de contrainte sur le controle. Cependant en adaptant la
preuve on obtient aisément le résultat suivant.

o
Corollaire 2.2.3. Sous la condition de Kalman précédente, si v =0 et si 0 € ), alors l’ensemble
accessible Accq(xo,t) en temps t contient un voisinage du point exp(tA)zg.

Remarque 2.2.3. Les propriétés de controlabilité globale sont reliées aux propriétés de stabilité de
la matrice A. Par exemple il est clair que si

1. la condition de Kalman est remplie,

2. r=0et0€Q,

3. toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative (i.e. la
matrice A est stable),

alors tout point de R™ peut étre conduit & l'origine en temps fini (éventuellement grand).

Dans le cas mono-entrée m = 1, on a un résultat plus précis que nous admettrons (voir [52]).

Théoréme 2.2.4. Soitb € R" et Q) C IR un intervalle contenant O dans son intérieur. Considérons
le systeme @(t) = Az(t) +bu(t), avec u(t) € Q. Alors tout point de IR" peut étre conduit & 'origine
en temps fini si et seulement si la paire (A,b) vérifie la condition de Kalman et la partie réelle de
chaque valeur propre de A est inférieure ou égale a 0.

2.2.3 Similitude de systémes, forme de Brunovski

Définition 2.2.1. Les systémes de controle linéaires ©1 = Ay, + Biuy et 5 = Asxo + Bous sont
dits semblables s'il existe P € GL,(R) tel que Ay = PA; P! et By = PBy.

Remarque 2.2.4. On a alors xo = Px;.

Proposition 2.2.5. La propriété de Kalman est intrinséque, i.e.
(Ba, A3Bsy, ..., AY " 'By) = P(By, A1 By, ..., A7 ' By),
En particulier, le rang de la matrice de Kalman est invariant par similitude.
Considérons une paire (A4, B) ou A € M, (R) et B € M, n(R).

Proposition 2.2.6. La paire (A, B) est semblable a une paire (A', B') de la forme

Al AL Bj
r_ (A1 A3 A
v=(3 %) #=(0),
ou Ay € M, (R), Bf € M, n(IR), r étant le rang de la matrice de Kalman de la paire (A, B). De

plus, la paire (A}, BY) est controlable.

Démonstration. Supposons que le rang r de la matrice de Kalman C' de la paire (A4, B) soit
strictement plus petit que n (sinon il n’y a rien & montrer). Le sous-espace

F=ImC=Im B+Im AB+---+1Im A" 'B

est de dimension r, et d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley il est clairement invariant par A.
Soit G’ un supplémentaire de F' dans R", et soient (f1,..., f,) une base de F, et (fri1,-.-,fn)
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une base de G. Notons P la matrice de passage de la base (f1,..., fn) & la base canonique de R".
Alors, puisque F' est invariant par A, on a

Al Al
/ 1 1 3
A = PAP! = (o 4,2),

et d’autre part, puisque Im B C F, on a

B
/ 1
B—PB_(O>.

Enfin, on voit facilement que le rang de la matrice de Kalman de la paire (A), B}) est égal a celui
de la paire (A, B). 0

Théoréme 2.2.7 (Forme de Brunovski). Sim =1 et si la paire (A, B) est controlable, alors elle
est semblable a la paire (A, B), ou

0 1 0 0
A= : " " : , B=|: ,

0 0 1 0

—Qp  —Gp-1 o —a1 1

et ou les coefficients a; sont ceux du polynome caractéristique de A, i.e.
Xa(X)=X"+a X"t ap X +ap

Remarque 2.2.5. Dans ces nouvelles coordonnées, le systéme est alors équivalent & 1’équation dif-
férentielle scalaire d’ordre n

) + a2V @) + -+ ana(t) = ult).

Démonstration. Raisonnons par analyse et synthése. S'il existe une base (f1,. .., fn) dans laquelle
la paire (A, B) prend la forme (A, B), alors on a nécessairement f,, = B a scalaire prés, et
Afp = fo1—arfn, -, Afa=fi —an-1fn, Af1 = —anfn.
Définissons donc les vecteurs fi, ..., f, par les relations
fn=B, fac1=Afntaifn, ..., i=Afo+an-1fn

La famille (fi,..., fn) est bien une base de R"™ puisque

Vect {f,} = Vect {B},
Vect {fn, fn—1} = Vect {B, AB},

Vect {fn,...,f1} = Vect {B,..., A" 1B} = R".
Il reste a vérifier que 'on a bien Af; = —a, f,. On a
Afi = A% fo + an_1Af,
= A%(Afs + an—afn) +an14fn
= A%f3+anoA%fr + an_1Af,

= Anfn + alAn_lfn + -+ an—lAfn

- _anfn
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puisque d’apreés le théoréme d’Hamilton-Cayley, on a A" = —a, A"t — ... — q,I. Dans la base
(f1,---, [n), la paire (A, B) prend la forme (A, B). 0

Remarque 2.2.6. Lorsque m > 1, ce théoréme admet la généralisation suivante. Si la paire (A, B)
est controlable, alors on peut la conjuguer a une paire (A, B) telle que

Al * *
i-|0 Ay |

S -

0 - 0 A,

ot les matrices A; sont des matrices compagnons (i.e., ayant la forme de Brunovski du théoréme
précédent) ; par ailleurs, il existe une matrice G € M, s(R) telle que

ou tous les coefficients de chaque matrice B; sont nuls, sauf celui de la derniére ligne, en i-éme
colonne, qui est égal a 1.

Exercice 2.2.2. Tester la controlabilité des systémes suivants.
— Wagon

— Oscillateur harmonique linéaire

— Systémes de ressorts amortis

myiy = —ki(z1 — x2) — di (21 — 22) + u,
mgfi'g = kl(l'l — ,TQ) — kzwz + dl(i'l — ig) — dgig.

— Amortisseurs d’une voiture

1 = —kixy — di1 + lu,
j?g = —kQIQ — dg.fg + lQU.

— Vitesse angulaire d’un rotor

Tw(t) = u(t)
— Circuit RLC di
1 . q
L— —_— =
7 + Ri + c u,

ou q(t) = fti est la charge du condensateur. D’ou

dg .
at ="
di R 1 1
dt ~ L LC
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— Servomoteur a courant continu. On note R la résistance, L 'inductance, e la force contre-
électromotrice, ki, ko des constantes, J le moment d’inertie du moteur, f le coefficient de
frottement du moteur, I' = k9 le couple moteur, I'. le couple antagoniste, § I’angle moteur.

On a i
7
=Ri+ L—
U 1+ dt—l—e,
€:k19,
JO = kyi — f0—T,
d’ott
d ) —R/L 0 k/L v 1/L 0
p 9 = 0 0 1 9 + 0 Ju+ 0
0 kof/J O —f/)J 0 0 —I./J

— Systeme de ressorts couplés (train o deuz wagons)
&= —kx+ ko(y — ),
J=—ka(y — ) +u.

Exercice 2.2.3. Pour quelles valeurs de « le systéme
T\ _ (2 a-3 T n 1 1 u
y) \O 2 Y a?—a 0)\v

Exercice 2.2.4. Soient N et m des entiers naturels non nuls. Soient A = (a;j)1<i,j<n une matrice
carrée réelle de taille N, et B = (b;j)1<i<n, 1<j<m une matrice réelle de taille N x m, telles que
le couple (A, B) vérifie la condition de Kalman. Soit d € IN*. Montrer que le systéme de controle
dans (R%)N

est-il controlable ?

N m
’Oi(t):Zaijvj(t)+zbijuj(t)v Zle,
Jj=1 Jj=1

ou v;(t) € R? et u;(t) € R?, est controlable en temps quelconque, depuis un point initial quel-
conque.

Corrigé : On utilise la notation du produit de Kronecker de matrices : le systéme s’écrit

sous la forme v(t) = (A® I;)v(t) + (B ® Iz)u(t), ot par définition les matrices A® I et

B ® I sont constituées des blocs d x d respectifs a;;14 et b;jI4. On voit facilement que,

pour le produit habituel de matrices : (A ® I;)*(B ® I;) = A*B ® I, et la condition

de Kalman s’ensuit pour le systéme en dimension dN.

2.3 Controlabilité des systémes linéaires instationnaires

Les deux théorémes suivants donnent une condition nécessaire et suffisante de controlabilité
dans le cas instationnaire.

Théoréme 2.3.1. Le systeme ©(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t) est contrélable en temps T (depuis
un point initial quelconque) si et seulement si la matrice

o(T) = / "M BOBOT MO dr,

dite matrice de contrélabilité ou matrice Gramienne, est inversible.
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Remarque 2.3.1. Cette condition dépend de T, mais ne dépend pas du point initial zy. Autrement
dit, si un systéme linéaire instationnaire est contrélable en temps T' depuis zq, alors il est controlable
en temps T depuis tout point.

Remarque 2.3.2. On a C(T) = C(T)", et 2T C(T)z > 0 pour tout # € R”, i.e. C(T) est une
matrice carrée réelle symétrique positive.

Démonstration. Pour toute solution x(t), on a, d’aprés la formule de variation de la constante,

#(T) = 2* + M(T) /O M@ B,

ou
T
+* = M(T)zo + M(T) / M)~ r(t)dt.
0
Si C(T) est inversible, posons u(t) = B(t)TM(t)*le), avec ¢ € R". Alors
#(T) = " + M(T)C(T)Y,
et il suffit de prendre ¢ = C(T)" 1M (T)"(z1 — z*).

Réciproquement, si C(T) n’est pas inversible, alors il existe ¢» € R™\ {0} tel que v " C(T")y = 0.
On en déduit que

T
| 1B e vl = o
0

d’ott " M (t)~1B(t) = 0 p.p. sur [0, T]. Ainsi, pour tout controle u, on a
T
wT/ M)~ B(t)u(t)dt = 0.
0

Posons ¢, = M(T)_lTl/). Alors on a ¥ (z,(T) — 2*) = 0, pour tout controle u, i.e. , x,(T) €
x* 4 1)+, et donc le systéme n’est pas controlable. n

Remarque 2.3.3. Ce théoréme peut se montrer beaucoup plus facilement en controle optimal, le
controle utilisé dans la preuve étant optimal pour un certain critére.

Remarque 2.3.4. Si le systéme est autonome, on a M(t) = e*4, et donc
T T
c(T) = / e *ABBTe 4 ds.
0

Dans ce cas, C(T}) est inversible si et seulement si C'(T%) est inversible, et en particulier la condition
de controdlabilité ne dépend pas de T' (ce qui est faux dans le cas instationnaire).
Théoréme 2.3.2. Considérons le systéme

@(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t)
ot les applications A, B sont de classe C*° sur [0,T). Définissons par récurrence

Bo(t) = B(t), B (1) = A()Bi(t) — 24 (0).
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1. il existe t € [0,T] tel que
Vect {B;(t)v | ve R™, i € N} = R",

alors le systeme est contrélable en temps T.

2. Si de plus les applications A, B sont analytiques sur [0, T, alors le systéme est controlable
en temps T si et seulement si

Vvt € [0,T] Vect {B;(t)v |ve R™, ie IN} = R".

Ce théoréme se montre aisément en théorie du controle optimal, par 'application du principe
du maximum (voir plus loin).

Remarque 2.3.5. Dans le cas autonome, on retrouve la condition de Kalman.

Exercice 2.3.1. Montrer que le systéme @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), avec

t 1 0 0
Aty=1[0 ¢ 0|,etBlt)=[1],
0 0 ¢ 1

est contrélable en temps quelconque.

Exercice 2.3.2. Montrer que le systéme

n’est pas controlable.

Exercice 2.3.3. Soient m et n des entiers naturels non nuls, et soient A € M, (R) et B €
My, m(R). On suppose que le systéme de controle (t) = Ax(t) + Bu(t) est controlable. Soit
f R — IR une fonction de classe C°°; on pose, pour tout ¢t € IR,

A(t) = A+ f(D)I

ou I est la matrice identité d’ordre n. Montrer que le systéme de controle & (t) = A(t)x(t) + Bu(t)
est contrélable en temps quelconque.
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Chapitre 3

Temps-optimalité

3.1 Existence de trajectoires temps-optimales

Il faut tout d’abord formaliser, a aide de Accq(xg,t), la notion de temps minimal. Considérons
comme précédemment le systéme de controle dans IR™

&(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + r(t),

ol les controles u sont & valeurs dans un compact d’intérieur non vide Q C R™. Soient zg et 1
deux points de IR". Supposons que x; soit accessible depuis zq, ¢’est-a-dire qu’il existe au moins
une trajectoire reliant zg a x1. Parmi toutes les trajectoires reliant xy a 21, on aimerait caractériser
celles qui le font en temps minimal ¢* (voir figure 3.1).

X0 T1 :ZC(t*)

FIGURE 3.1 —

Si t* est le temps minimal, alors pour tout ¢t < t*, x; ¢ Acco(xo,t) (en effet sinon x; serait
accessible & partir de z¢ en un temps inférieur a ¢*). Par conséquent,

t* = inf{t >0 | xr1 € ACCQ(:C(),t)}.

Ce temps t* est bien défini car, d’apres le théoréme 2.1.1, Accq(xo,t) varie contintiment avec t,
donc lensemble {¢t > 0 | #1 € Accq(xo,t)} est fermé dans R. En particulier cette borne inférieure
est atteinte.
Le temps t = t* est le premier temps pour lequel Accq(xo,t) contient z; (voir figure 3.2).
D’autre part, on a nécessairement

x € 8ACCQ (Io, t*) = ACCQ (xo, t*) \ IHt(ACCQ (xo, t*))

35
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o]

ACCQ (LL'Q, t)

FIGURE 3.2 — Temps minimal

En effet, si 21 appartenait a I'intérieur de Accq(zo,t*), alors pour ¢t < ¢t* proche de t*, z1 appar-
tiendrait encore & Accq(xg,t) car Accq(z,t) varie contintiment avec t. Mais ceci contredit le fait
que t* soit le temps minimal.

En particulier on a prouvé le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 3.1.1. Si le point x1 est accessible depuis xo alors il existe une trajectoire temps-
manimale reliant To & x1.

Remarque 3.1.1. On peut aussi se poser le probléme d’atteindre une cible non réduite & un point.
Ainsi, soit (M (t))o<t<r une famille de sous-ensembles compacts de R™ variant continiiment en ¢.
Tout comme précédemment, on voit que s’il existe un contrdle u & valeurs dans 2 joignant zy a
M;(T), alors il existe un contrdle temps-minimal défini sur [0,¢*] joignant xg & M (t*).

Ces remarques donnent une vision géométrique de la notion de temps minimal, et conduisent
a la définition suivante.

Définition 3.1.1. Le controle u est dit extrémal sur [0, ¢] si la trajectoire du systéme (1.2) associée
a u vérifie z(t) € OAccq(zo,1).

En particulier, tout contréle temps-minimal est extrémal. La réciproque est évidemment fausse
car I'extrémalité ne fait pas la différence entre la minimalité et la maximalité.
Dans le paragraphe suivant on donne une caractérisation de cette propriété.

3.2 Condition nécessaire d’optimalité : principe du maximum
dans le cas linéaire

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un controle soit ex-
trémal.

Théoréme 3.2.1. Considérons le systéme de contréle linéaire
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), z(0) = o,

ot le domaine de contraintes Q C IR™ sur le contréle est compact. Soit T > 0. Le controle
u est extrémal sur [0,T] si et seulement s’il existe une solution non triviale p(t) de ’équation
p(t) = —p(t)A(t) telle que

p(t)B(t)u(t) = maxp(t) B(t)v (3.1)

pour presque tout t € [0,T]. Le vecteur ligne p(t) € R"™ est appelé vecteur adjoint.
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Remarque 3.2.1. La condition initiale p(0) dépend en fait du point final x1, comme on le voit dans
la démonstration. Comme elle n’est pas directement connue, 'usage de ce théoréme sera plutot
indirect, comme on le verra dans les exemples.

Remarque 3.2.2. Dans le cas mono-entrée (controle scalaire), et si de plus = [—a,a] ou a > 0,
la condition de maximisation implique immédiatement que u(t) = a signe(p(t)B(t)). La fonction
©(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de commutation, et un temps t. auquel le controle extrémal
u(t) change de signe est appelé un temps de commutation. C’est en particulier un zéro de la fonction

®.

Démonstration. On a vu que Acco(zo,T) = Accoonv(o) (2o, T'), et par conséquent on peut supposer
que ) est convexe. Si u est extrémal sur [0, 7], soit z la trajectoire associée & u. On a z(T) €
OAccq(xo,T). Par convexité de Accq(xg,T), il existe d’aprés le théoréme du convexe (voir par
exemple [19]) un hyperplan séparant au sens large x(7T') et Accq(xo, T). Soit pr un vecteur normal
a cet hyperplan (voir figure 3.3).

FIGURE 3.3 —
D’aprés le théoréme du convexe,
Vyl S ACCQ(Io, T) pT(yl — x(T)) < 0. (32)

Par définition de Accq(xo,T), il existe un controle u; tel que la trajectoire associée y(t) vérifie
y1 = y(T). L’inégalité (3.2) se réécrit

prx(T) = pry(T).
D’ou
T T
/0 prM(T)M(s)" (B(s)u(s) 4 r(s))ds > /0 prM(T)M (s) (B(s)ui(s) + r(s))ds.

Appelons p(t) la solution sur [0,7] de p = —pA, telle que p(T) = pr. Alors il est clair que
p(t) = p(0)M(t)~t et pr = p(T) = p(0)M (T)~*. 1l s’ensuit que

Vs €[0,T] prM(T)M(s)~" = p(0)M(s)~" = p(s),
et donc que . .
/ p(s)B(s)u1(s)ds < / p(s)B(s)u(s)ds (3.3)
0 0
Si (3.1) n’est pas vraie alors

p(t)B(t)u(t) < rfeaé(p(t)B(t)v.
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sur un sous-ensemble de [0, 7] de mesure positive. Soit alors u(-) sur [0,7] a valeurs dans € tel
que
p(t)B(t)ur(t) = maxp(t) B(¢)v.

En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, on peut montrer que
Papplication uq(-) peut étre choisie mesurable sur [0, T] (voir [74]).

Comme u; est a valeurs dans ), Uinégalité (3.3) est vraie, alors que par ailleurs la définition de
uy conduit immédiatement & 'inégalité stricte inverse, d’otu la contradiction. Par conséquent (3.1)
est vraie.

Réciproquement, supposons qu'il existe un vecteur adjoint tel que le contrdle u vérifie (3.1).
Notons z(-) la trajectoire associée a u. On voit facilement en remontant le raisonnement précédent
que

Vy1 € Accq(zo,T) p(T)(y1 —x(T)) < 0. (3.4)

Raisonnons alors par 'absurde, et supposons que z(T) € Int Acco(zo,T). Alors il existerait un
point y1 de Accq(zo,T) qui serait sur la demi-droite d’origine 2(T') et de direction p(T) (voir figure
3.4). Mais alors p(T)(y1 — x(T')) > 0, ce qui contredirait (3.4). Donc 2(T) € dAccq(zo,T), et u est

z(T)

Y1 o

p(T)

FIGURE 3.4 —
extrémal. O

Remarque 3.2.3. Si u est extrémal sur [0, 7] alors u est aussi extrémal sur [0, ¢t] pour tout ¢ € [0, T/,
et de plus p(t) est un vecteur normal extérieur a Accq(xo,t). Cela découle facilement de la preuve
et de la propriété (3.1).

Remarque 3.2.4. Puisque tout controle temps-minimal est extrémal, le théoréme précédent, qui est
le principe du maximum dans le cas linéaire, donne une condition nécessaire d’optimalité.

Remarque 3.2.5. Siu est un controle temps-minimal joignant en temps T une cible M;, ou M; C R"
est convexe, alors on peut de plus choisir le vecteur adjoint pour que le vecteur p(T') soit unitaire
et normal & un hyperplan séparant (au sens large) Accq(zo,T) et M;. C’est une condition dite de
transversalité, obtenue facilement dans la preuve précédente.

Comme exemple théorique d’application, montrons le résultat suivant.
Proposition 3.2.2. Considérons dans IR" le systeme linéaire autonome i(t) = Ax(t) + Bu(t),
avec B € R" et |u(t)| < 1, et ou la paire (A, B) vérifie la condition de Kalman.

1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors tout contréle extrémal a au plus n — 1 commu-
tations sur R

2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors tout contréle extrémal
a un nombre infini de commutations sur IR™.

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.2.7, le systéme peut s’écrire sous forme de Brunovski, et il
est alors équivalent & une équation différentielle scalaire d’ordre n de la forme

™ a4 fanr = u, |uf < 1.



3.3. EXEMPLES 39

De plus, tout controle extrémal est de la forme u(t) = signe A(t), ot A(¢) est la derniére coordonnée
du vecteur adjoint, qui vérifie ’équation différentielle

A gAY (<) a, A = 0.
En effet le vecteur adjoint vérifie p'(t) = —p(t)A(t).

1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors \(t) s’écrit sous la forme

Alt) = XT: Pi(t)e",

ot P; est un polynéme de degré inférieur ou égal a n; — 1, et ot Ay,..., A, sont les r
valeurs propres distinctes de —A, de multiplicités respectives ni,...,n,. Notons que n =
ny + -+ + n,. On montre alors facilement, par récurrence, que \(¢) admet au plus n — 1
ZET0S.

2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors, comme précédemment,

on peut écrire
T

A(t) = (Pj(t) cos Bjt + Q;(t) sin Bjt)e",

j=1

ot \j = o +ifj, et P;,(; sont des polynémes réels non nuls. En mettant en facteur un
terme tFe®i! de plus haut degré (i.e. dominant), on voit facilement que A(t) a un nombre
infini de zéros.

O

3.3 Exemples

3.3.1 Synthése optimale pour le probléme de l’oscillateur harmonique
linéaire
Appliquons la théorie précédente a I'exemple de I'oscillateur harmonique présenté en introduc-

tion, pour ky = 0, et répondons aux deux questions suivantes :

1. Pour toute condition initiale 2:(0) = xq, #(0) = yo, existe-t-il une force extérieure horizontale
(un controle), vérifiant la contrainte, qui permette d’amener la masse ponctuelle a sa position
d’équilibre z(T) = 0,4(T) = 0 en un temps fini 77

2. Si la premiére condition est remplie, peut-on de plus déterminer cette force de maniére a
minimiser le temps ?

Enfin, ces deux problémes résolus, nous représenterons dans le plan de phase la trajectoire optimale
obtenue.

Controlabilité du systéme

Le systéme s’écrit

X = AX +Bu (0 1 (0
{xo 2% weea= (5 4)2= (7).
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On a facilement rg(B, AB) = 2; par ailleurs les valeurs propres de A sont de partie réelle nulle.
Donc, d’aprés le théoréme 2.2.4, le systéme est controlable a 0, i.e. il existe des controles u vérifiant
la contrainte |u] < 1 tels que les trajectoires associées relient Xg a 0, ce qui répond a la premiére
question.

Interprétation physique

o . téri e u =0, i} . v

Si l'on n’applique aucune force extérieure, i.e. u = 0, alors ’équation du mouvement est
Z + x = 0. La masse ponctuelle oscille, et ne s’arréte jamais, donc ne parvient pas a sa
position d’équilibre en un temps fini.

— Si l'on applique certaines forces extérieures, on a tendance & amortir les oscillations. La
théorie prévoit qu’on parvient a stopper 'objet en un temps fini.

Calcul du controle optimal

D’aprés le paragraphe précédent, il existe des controles permettant de relier Xy a 0. On cherche
maintenant & le faire en temps minimal. Pour cela, on applique le théoréme 3.2.1, selon lequel

u(t) = signe(p(t)B),

ot p(t) € R? est solution de p = —pA. Posons p = (p1,p2). Alors u(t) = signe(pa(t)), et p; =
p2,P2 = —p1, Aot po + pa = 0. Donc pa2(t) = Acost + psint. En particulier, la durée entre deux
zéros consécutifs de po(t) est exactement 7. Par conséquent le controle optimal est constant par
morceaux sur des intervalles de longueur m, et prend alternativement les valeurs +1.

— Si u = —1, on obtient le systéme différentiel
=1y,
{. Y (3.5)
y=-—x—1
— Siwu=+1,

T =y,
{y:_x+1 (3.6)

La trajectoire optimale finale, reliant X a 0, sera constituée d’arcs successifs, solutions de (3.5)
et (3.6).

Solutions de (3.5). On obtient facilement (z +1)? +y? = cste = R?, donc les courbes solutions
de (3.5) sont des cercles centrés en (—1,0), et de période 27 (en fait, x(t) = —1 — Rcost,y(t) =
—Rsint).

Solutions de (3.6). On obtient 2(¢t) = 1+ Rcost et y(t) = Rsint. Les solutions sont des cercles
centrés en (1,0), de période 2.

La trajectoire optimale de Xy & 0 doit donc suivre alternativement un arc de cercle centré en
(—1,0), et un arc de cercle centré en (1,0).

Quitte a changer ¢ en —t, nous allons raisonner en temps inverse, et construire la trajectoire
optimale menant de 0 a Xy. Pour cela, nous allons considérer toutes les trajectoires optimales
partant de 0, et nous sélectionnerons celle qui passe par Xj.
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En faisant varier p(0), on fait varier la trajectoire optimale. En effet, d’aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, p(0) détermine p(¢) pour tout ¢, ce qui définit un controle optimal u(¢), et donc
une trajectoire optimale.

Prenons des exemples pour commencer a représenter ’allure des trajectoires optimales possibles.

— Sip1(0) = 1,p2(0) = 0, alors pa(t) = —sint, donc sur |0, 7| on a u(t) = signe(pz(t)) = —1.

La trajectoire optimale correspondante, partant de 0, suit donc pendant un temps 7 l'arc
de cercle I'_ solution de (3.5), passant par 0 (voir figure 3.5).

FIGURE 3.5 —

— Si p1(0) = —1,p2(0) = 0, alors pa(t) = sint, donc sur 0, 7[ on a u(t) = signe(pz2(t)) = +1.
La trajectoire optimale correspondante, partant de 0, suit donc pendant un temps 7 l'arc
de cercle T'; solution de (3.6), passant par 0 (voir figure 3.6).

FIGURE 3.6 —

— Pour tout autre choix de p(0) tel que p2(0) > 0, la trajectoire optimale correspondante part
de Vorigine en suivant T'y jusqu’a ce que pa(t) = 0. Au-dela de ce point, pa(t) change de
signe, donc le controle commute et prend la valeur —1, pendant une durée m (i.e. jusqu’a
ce que po(t) change & nouveau de signe). La trajectoire optimale doit alors étre solution
de (3.5), en partant de ce point de commutation M, et doit donc suivre un arc de cercle
centré en (—1,0), pendant un temps m. C’est donc un demi-cercle, vu la paramétrisation
des courbes de (3.5) (voir figure 3.7).

La trajectoire optimale rencontre un deuxiéme point de commutation N lorsque & nouveau
pa2(t) change de signe. On remarque que M et N sont symétriques par rapport au point
(—=1,0) (en effet ce sont les extrémités d’un demi-cercle centré en ce point). Le point M
appartenant au demi-cercle 'y, le point N appartient au demi-cercle image de I'; par la
symétrie par rapport au point (—1,0) qui est aussi, comme on le voit facilement, le translaté

a gauche de T'_ par la translation de vecteur (—2,0).
Poursuivons alors notre raisonnement. On se rend compte que les points de commutation de
cette trajectoire optimale partant de 0 sont situés sur la courbe W construite de la maniére sui-
vante : W est I'union de tous les translatés & gauche de I'_ par la translation précédente, et aussi
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Y
+1
x
M T
FIGURE 3.7 —
de tous les translatés a droite de I'y (voir figure 3.8).
Y
I_
YN YT N s 45
-5 =3 -1
F+ W

FIGURE 3.8 — Ensemble W

Les trajectoires optimales sont alors construites de la maniére suivante : on part de 0 et I'on
suit un morceau de I'y ou I'_, jusqu’a un premier point de commutation. Si par exemple on était
sur ', alors partant de ce point on suit un arc de cercle centré en (—1,0), au-dessus de W, jusqu’a
ce qu’on rencontre W. De ce deuxiéme point de commutation, on suit un arc de cercle centré en
(1,0) jusqu’a rencontrer W en un troisiéme point de commutation, etc (voir figure 3.9).

On est maintenant en mesure de répondre & la deuxiéme question, du moins graphiquement. Le
but est de relier 0 et X par une trajectoire optimale. La théorie prévoit qu’on peut effectivement
le faire. Une trajectoire partant de 0 est, comme on vient de le voir ci-dessus, déterminée par deux
choix :

1. partant de 0, on peut suivre un morceau de I'; ou de I'_.
2. il faut choisir le premier point de commutation.

Si maintenant on se donne un point Xy = (xg,y0) du plan de phase, on peut déterminer
graphiquement ces deux choix, et obtenir un tracé de la trajectoire optimale (voir figure 3.10).
Dans la pratique il suffit d’inverser le temps, i.e. de partir du point final et d’atteindre le point
initial.

Remarque 3.3.1. L’implémentation numérique de cet exemple est trés facile a faire. Nous la ferons
plutét dans le cas non linéaire ou elle est plus intéressante.
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FIGURE 3.9 —

Y
Xo

FIGURE 3.10 — Synthése optimale

3.3.2 Autres exemples
Exemple 3.3.1. [52] Considérons le systéme de controle

Le but est de joindre en temps minimal la droite x = 0, puis de rester sur cette droite.

Remarquons tout d’abord que si une trajectoire reste dans x = 0, cela implique y(t) = —u(t),
et donc |y| < 1. Réciproquement de tout point (0,y) avec |y| < 1 part une trajectoire restant dans
le lieu z = 0, |y| < 1; il suffit de choisir u(t) = —ye~2'. Par conséquent la cible est

My = {(0,9) [ ly] < 1}.

C’est un compact convexe. )
Le systéme est du type X = AX + Bu avec

(3 2) = o)

On vérifie facilement la condition de Kalman, et d’autre part les valeurs propres de A sont 0 et —1.
D’aprés le théoréme 2.2.4 le systéme est donc controlable & 0, et donc la cible M; est atteignable
de tout point.
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Comme dans le cas précédent, raisonnons en temps inverse en calculant les trajectoires optimales
joignant M; & tout point final. Le systéme extrémal s’écrit alors

‘T:_y_u7 y:y_uu pI:07 pU:pw_pyu
ou u(t) = —signe(p,(t) + py(t)). On intégre aisément p,(t) = cste = p, et py(t) = py + (py(0) —
p)e”'. En particulier p, + p, est strictement monotone et donc le controle v admet au plus une
commutation.

Par ailleurs la condition de transversalité (voir remarque 3.2.5) impose que si 2:(0) = 0, |y(0)] < 1
alors p,.(0) = +1 et p,(0) = 0. Mais alors p,(t) +p,(t) = £(1 —e™"), et u ne commute pas sur R,

Par exemple si p, = 1 on obtient u(t) = —1 pour tout ¢ > 0, ce qui donne les courbes en pointillé
sur la figure 3.11. La courbe limite est obtenue pour u = —1, partant du point x = 0, y = 1, et
s’écrit

Ioo={(—2e"+2t+2,2"—1) |t >0}
Calculons maintenant les extrémales partant du point (0,1). La condition de transversalité
s’écrit alors p,(0) = cosa, py(0) = —sina, avec 0 < o < 7. Par conséquent
u(t) = —signe(2 cos a — (sin a + cosa)e™ "),
et 'on a une commutation si et seulement s’il existe t > 0 tel que

¢ 2cos o

sina + cosa’

Qs s 2 cos « 54 . ;- ) :
Si0 < a< 7 alors =22 o— reosa > 1 donc I’équation ci-dessus n’a pas de solution, et donc
r

u(t) = +1 sur RT.

— Si § < a < F, 'équation a une solution t(a) > 0, et 'on voit facilement que #(a) est
strictement croissante de [§, 7] dans [0, +o00[. Le contréle vaut alors —1 sur [0,#(a)[ et +1
ensuite.

— Si § < a <, I'équation n’a pas de solution dans R, et on trouve u(t) = —1 sur R™.

Ainsi dans le deuxiéme cas, l'extrémale partant du point (0, 1) suit pendant un moment la courbe
I'_, puis commute sur v = +1.

Enfin, on définit 'y, symétrique de I'_ par rapport a l'origine (voir figure 3.11). Finalement,
le lieu de commutation est ' U Ty, et 'on peut exprimer en fonction de z,y la loi de commande
optimale u(x,y) = —1 (resp. +1) si (z,y) est au-dessus de W ou sur I'_ (resp. en dessous de W
ousur I'y),ou W=T_UMUT,.

Exemple 3.3.2. Considérons le systéme dans IR?
&1 = X9, T2 =2xe 4+ u, |ul < 1.
On se pose le probléme de relier en temps minimal le point origine (0,0) a tout point (a,0), ou
a € R. Sans perte de généralité on peut supposer que a > 0.
On peut facilement vérifier que le systéme est controlable. Par ailleurs le systéme adjoint s’écrit
p1 =0, p2 = —p1 — 2pg,
et le controle extrémal est u = signe(pz2). On a facilement p; = cste, puis pa(t) = —%pl +Xe 2. En

particulier ps(t) est strictement monotone donc le controle a au plus une commutation. En posant
u = ¢ = *£1 on intégre aisément
€ 1 € _
21(t) = =5 (t = to) + S (w2(to) + 5)(e2<t t) — 1) 4 x4 (to),

£ E\ a(—
za(t) = —5 7t (2(to) + 5)62(t o),
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u=+1

FIGURE 3.11 — Synthése optimale

On peut alors représenter le flot extrémal (voir figure 3.12). Notons le changement de monotonie
1
en ro = :l:§.

€2

(SIS

Ty

(SIS

FIGURE 3.12 — Extrémales de I'exemple 3.3.2

On note I' la courbe, en gras sur la figure, réunion des deux extrémales passant par 1’origine
et associées respectivement aux controles u = +1 et u = —1. Il est clair que I' est la courbe de
commutation, et que u = +1 si on est au-dessus de I', ou sur I' avec 2 > 0, et uw = —1 si on est en
dessous de I' ou sur I' avec x5 < 0. Il est alors clair que, pour aller en temps minimal de l'origine
a un point (a,0) ot a > 0, il faut d’abord prendre u = +1, i.e. suivre un morceau de la courbe T',
puis commuter (avant d’arriver a xo = %) et suivre un arc associé a u = —1. Par exemple si a > 0

est trés grand, le point de commutation doit étre trés proche de la droite zo = %
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Chapitre 4
Théorie linéaire-quadratique

Dans ce chapitre on s’intéresse aux systémes de contrdle linéaires avec un cotiit quadratique.
Ces systémes sont d’une grande importance dans la pratique, comme on le verra en section 4.4. En
effet un colit quadratique est souvent trés naturel dans un probléme, par exemple lorsqu’on veut
minimiser ’écart au carré par rapport & une trajectoire nominale (probléme de poursuite). Par
ailleurs méme si les systémes de controle sont en général non linéaires, on est trés souvent amené
a linéariser le systéme le long d’une trajectoire, par exemple dans des problémes de stabilisation.

Nous allons donc considérer un systéme de controle linéaire dans IR™

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = xo, (4.1)

muni d’un cotlit quadratique du type

T
C(u) = =(T) " Qu(T) + /0 (x(t)TW(t):c(t) +u(t)TU(t)u(t)) dt, (4.2)

ou T > 0 est fixé, et ou, pour tout t € [0,7], U(t) € M,,(R) est symétrique définie positive,
W(t) € M,(IR) est symétrique positive, et Q € M,,(IR) est une matrice symétrique positive. On
suppose que les dépendances en t de A, B, W et U sont L sur [0,7]. Par ailleurs le cotit étant
quadratique, 1’espace naturel des controles est L2([0, T],IR™).

Le probléme de controle optimal est alors le suivant, que nous appellerons probleme LQ (linéaire-
quadratique).

Probléme LQ : Un point initial zo € R"™ étant fixé, ’'objectif est de déterminer les trajectoires
partant de 2o qui minimisent le cotit C(u).

Notons que I'on n’impose aucune contrainte sur le point final z(T'). Pour toute la suite, on pose

le®liE = o) WD), [u®)lE = u®) UEu@), ot g() =27 Qa,
de sorte que
T
Clu) = g+ [ (el + Ju(o)f) .

Les matrices @, W, U sont des matrices de pondération.

Remarque 4.0.1. Par hypothése les matrices @) et W(t) sont symétriques positives, mais pas né-
cessairement définies. Par exemple si Q = 0 et W = 0 alors le cotit est toujours minimal pour le
contrdle u = 0.

47
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Remarque 4.0.2. Comme dans le chapitre précédent, on suppose pour alléger les notations que le
temps initial est égal a 0. Cependant tous les résultats qui suivent sont toujours valables si on
considére le probléme LQ sur un intervalle [tg, T], avec des controles dans l'espace L?([to, T],IR™).

Remarque 4.0.3. Les résultats des sections 4.1 et 4.2 seront en fait valables pour des systémes
linéaires perturbés @ = Az + Bu + r, et avec une fonction g de R™ dans IR continue ou C'. Nous
préciserons pour chaque résultat les extensions possibles.

De méme nous envisagerons le cas ot T = +00.

4.1 Existence de trajectoires optimales

Introduisons 'hypothése suivante sur U.

T T
Ja > 0 | Vu € L2([0,T), R™) /O ()2t > a/o u(®) Tu(t)dt. (4.3)

Par exemple cette hypotheése est vérifiée si application ¢ — U(t) est continue sur [0, 7] et T < 400,
ou encore s'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢ € [0, T] et pour tout vecteur v € R™
on ait v U(t)v = cv'v.

On a le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 4.1.1. Sous Uhypothése (4.3), il existe une unique trajectoire minimisante pour le
probléeme LQ.

Démonstration. Montrons tout d’abord l'existence d’une telle trajectoire. Considérons une suite
minimisante (u, )nen de contrdles sur [0, 77, i.e. la suite C'(u,,) converge vers la borne inférieure des
cotits. En particulier cette suite est bornée. Par hypothése, il existe une constante a > 0 telle que
pour tout u € L*([0,T],IR™) on ait C(u) > al/ul|7.. On en déduit que la suite (u,)nen est bornée
dans L%([0,T],IR™). Par conséquent & sous-suite prés elle converge faiblement vers un contréle u
de L?. Notons ,, (resp. x) la trajectoire associée au contréle u,, (resp. u) sur [0,7]. D’aprés la
formule de variation de la constante, on a, pour tout ¢ € [0, T},

xn () = M(t)zo + M(t)/o M(s) " B(s)un(s)ds (4.4)

(et la formule analogue pour z(t)). On montre alors aisément que, & sous-suite prés, la suite
(2,,) converge simplement vers 'application x sur [0,7] (en fait on peut méme montrer que la
convergence est uniforme).

Passant maintenant a la limite dans (4.4), on obtient, pour tout ¢ € [0, 7],

x(t) = M(t)xo + M(t)/o M(s)"'B(s)u(s)ds,

et donc x est une solution du systéme associée au controle u. Montrons qu’elle est minimisante.
Pour cela on utilise le fait que puisque u,, — u dans L?, on a l'inégalité

T T
/Hu(t)ngdtgnmmf/ n(£)| 2,
0 0

et donc C'(u) < liminf C'(u,, ). Mais comme (u,,) est une suite minimisante, C'(u) est égal a la borne
inférieure des coiits, i.e. le controle u est minimisant, ce qui montre l’existence d’une trajectoire
optimale.

Pour I'unicité on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 4.1.2. La fonction C' est strictement conveze.

Preuve du lemme. Tout d’abord remarquons que pour tout ¢ € [0,77], la fonction f(u) = u'U(t)u
définie sur R™ est strictement convexe puisque par hypothése la matrice U (t) est symétrique définie
positive. Ensuite, notons z,(-) la trajectoire associée & un controle u. On a pour tout ¢ € [0, 7T,

Ty (t) = M (t)xo + M(t)/o M(s)"*B(s)u(s)ds.

Par conséquent, comme dans la preuve du théoréme 2.1.1, Papplication qui & un controle u associe
x4, (1) est convexe, ceci pour tout ¢ € [0, T]. La matrice W (t) étant symétrique positive, ceci implique
la convexité de I'application qui & un contréle u associe z(t) ' W (¢)w(t). On raisonne de méme pour
le terme I(T)TQI(T). Enfin, lintégration respectant la convexité, on en déduit que le coiit est
strictement convexe en w. |

L’unicité de la trajectoire optimale en résulte trivialement.
O

Remarque 4.1.1 (Extension du théoréme 4.1.1). Si la fonction g apparaissant dans le cofit est une
fonction continue quelconque de IR"™ dans IR, bornée inférieurement ou convexe, et/ou si le systéme
de controle est perturbé par une fonction 7(t), alors le théoréme précédent reste vrai.

Remarque 4.1.2 (Cas d’un intervalle infini). Le théoréme est encore valable si T' = 400, avec g = 0,
pourvu que le systéme (4.1) soit controlable (en temps quelconque).

En effet il suffit juste de montrer qu’il existe des trajectoires solutions du systéme (4.1) sur
[0, +00[ et de cott fini. Or si le systéme est contrdlable, alors il existe un controle u et un temps
T > 0 tel que la trajectoire associée a u relie zgp & 0 sur [0,7]. On étend alors le controle u par
0 sur |T, 4+o00[, de sorte que la trajectoire reste en 0. On a ainsi construit une trajectoire solution
du systéme sur [0, +oo[ et de cotit fini. Ceci permet d’affirmer 'existence d’une suite de controles
minimisants. Les autres arguments de la preuve sont inchangés. On obtient donc le résultat suivant.

Proposition 4.1.3. Considérons le probléme de déterminer une trajectoire solution de
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)

sur [0, +oo[ et minimisant le codt

+oo
O(u) = / (= @)]13 + Ju(t)]) de.

Si le systéme est controlable en un temps T > 0, et si Uhypothése (4.3) est vérifiée sur [0, 400,
alors il existe une unique trajectoire minimisante.

Remarque 4.1.3. — Sil’on suppose de plus que les applications A(+) et B(-) sont L? sur [0, +oc],
et si W(+) vérifie comme U une hypothése de coercivité (4.3), alors la trajectoire minimisante
tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini.

En effet on montre facilement en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz que l'application

#(-) est dans L', et par conséquent que z(t) converge. Sa limite est alors forcément nulle.
— Dans le cas autonome (A et B sont constantes), si W(-) vérifie comme U une hypothése de

coercivité (4.3), alors la trajectoire minimisante tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 'infini.

En effet il suffit d’écrire I'inégalité

le@IF < [Allz@1 + [Blllu@)ll < Cste(la@)]* + [lu®)[I*),

puis en intégrant on montre de méme que lapplication #(-) est dans L*.
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4.2 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité : principe
du maximum dans le cas LQ

Théoréme 4.2.1. La trajectoire x, associée au controle u, est optimale pour le probléme LQ si et
seulement s’il existe un vecteur adjoint p(t) vérifiant pour presque tout t € [0, T

B(t) = —p(H)A(t) + (t) W (t) (4.5)
et la condition finale
p(T) = —a(1) Q. (46)
De plus le contréle optimal u s’écrit, pour presque tout t € [0,T],

u(t) = U 'BE) pt) " (4.7)

Démonstration. Soit u un controle optimal et x la trajectoire associée sur [0, 7T]. Le cott est donc
minimal parmi toutes les trajectoires solutions du systéme, partant de xg, le point final étant non
fixé. Considérons alors des perturbations du controle u dans L?([0,T],IR™) du type

Upert(t) = u(t) + du(t),

engendrant les trajectoires
Tpert(t) = (t) + 0x(t) + o([|0u]|2),

avec 0x(0) = 0. La trajectoire xper+ devant étre solution du systéme pert = AZpert + Bpert, 00
en déduit que
0z = Adx + Bou,

et par conséquent, pour tout ¢t € [0, 7],
t
ox(t) = M(t)/ M (s) "' B(s)du(s)ds. (4.8)
0

Par ailleurs il est bien clair que le cotit C(-) est une fonction lisse sur L2([0,T],IR™) (elle est méme
analytique) au sens de Fréchet. Le controle u étant minimisant on doit avoir

dC(u) = 0.

T
Clupert) = g(@pert(T)) +/0 (prert(t)”%ﬂ/ + Hupert(t)||2U)dtv
et comme @, W(t) et U(t) sont symétriques, on en déduit que
T
%dC’(u).du = 2(T) " Qéx(T) + /0 (z(t) " W()dz(t) + u(t) U(t)su(t))dt = 0, (4.9)

ceci étant valable pour toute perturbation du. Cette équation va nous conduire & ’expression du
controle optimal w. Mais introduisons tout d’abord le vecteur adjoint p(t) comme solution du
probléme de Cauchy
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La formule de variation de la constante nous conduit a
t
p(t) = AM(t)~" + / 2(s) "W (s)M(s)ds M(t)~"

0

pour tout ¢ € [0,7], ou
T
A=—2(T) QM(T) - / z(s) W (s)M(s)ds.
0

Revenouns alors a I’équation (4.9). Tout d’abord, en tenant compte de (4.8) puis en intégrant par
parties, il vient

T T t
/ x(t)TW(t)5x(t)dt:/ x(t)TW(t)M(t)/ M(s)"'B(s)du(s)ds dt
0 0
T T .
= [ et wesm ds/M B(s)du(s)ds

/ / M(s)ds M ()" B(t)du(t) dt

) =AM ) = [ ale) WM(s)ds 21(1)

et d’aprés I'expression de A on arrive a

Or

T T T
/ z(t) "W (t)ox(t)dt = —x(T) " QM (T) / M ()" B(t)du(t)dt — / p(t)B(t)du(t)dt.
0 0 0

Injectons cette égalité dans (4.9), en tenant compte du fait que

2(T)TQ62(T) = o(T) QM(T) / U M) B(#)su()dr
0

On trouve alors que

1 T
§dC(u).6u = / (u(t) U(t) — p(t)B(t))du(t) dt =0,
0

ceci pour toute application du € L2([0,7],IR™). Ceci implique donc 1’égalité pour presque tout
te0,T]
.
u(t) U(t) —pt)B(t) =0,
ce qui est la conclusion souhaitée. Réciproquement s’il existe un vecteur adjoint p(t) vérifiant
(4.5) et (4.6) et si le controle u est donné par (4.7), alors il est bien clair d’apreés le raisonnement
précédent que

dC(u) =

Or C étant strictement convexe ceci implique que v est un minimum global de C. O

Remarque 4.2.1. Si le systéme de controle est perturbé par une fonction r(t), alors le théoréme
précédent reste vrai. Il le reste, de méme, si la fonction g apparaissant dans le cotit est une fonction
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convexe C! quelconque de R" dans IR, sauf que la condition finale sur le vecteur adjoint (4.6)
devient

p(T) = 5 Vg(a(T)) (4.10)

comme on le voit facilement dans la démonstration (en I'absence de convexité, la condition néces-
saire reste vraie). Cette condition s’appelle condition de transversalité.

Remarque 4.2.2. Dans le cas d’un intervalle infini (T' = +00) la condition devient

lim p(t) = 0. (4.11)

t—+oo
Remarque 4.2.3. Définissons la fonction H : R" x R" x R"™ — R par
L T T
H(,p,u) = p(Az + Bu) — 5 (@' Wa +u' Uu),

en utilisant toujours la convention que p est un vecteur ligne de R™. Alors les équations données
par le principe du maximum LQ s’écrivent

i::a—H:A:r—l—Bu,
Ip
H
b= pasaw,
Ox
et ol
E

puisque pB —u U = 0. Ceci annonce le principe du maximum général. Mais en fait ici dans le cas
LQ on peut dire mieux : d'une part le principe du maximum LQ est une condition nécessaire et
suffisante de minimalité (alors que dans le cas général c’est une condition nécessaire seulement),
d’autre part il est possible d’exprimer le contréle sous forme de boucle fermée, grace a la théorie
de Riccati (voir section suivante).

Exemple 4.2.1. Considérons, avec n = m = 1, le systéme de controle & = u, z(0) = g, et le coiit

T
Clu) = /0 (#(6)? + u(t)?)dt.

Si la trajectoire x associée au controle u est optimale alors d’aprés le théoréme précédent on doit
avoir
i=u, p=uz, p(T)=0,

avec v = p. On en déduit que & = z, et donc
x(t) = zoch t + p(0)sh ¢, p(t) = xosh t + p(0)ch ¢.
Or p(T) = 0, d’ou finalement

h T

Exemple 4.2.2. Considérons le probléme du véhicule se déplacant en ligne droite, modélisé par
le systéme de controéle

x(t) = xo (ch t— sh Tsh t> .
c

& =wu, 2(0) =%(0) =0.

On souhaite, pendant un temps 7' fixé, maximiser la distance parcourue tout en minimisant I’énergie
fournie. On choisit donc le critére
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En appliquant le théoréme 4.2.1 on obtient les équations

L=y, y=1u, pp =0, py:_pmu

et la condition (4.10) donne

pal(T) = 5. p,(T) =0
En intégrant on trouve le controle
T—t
u(t) = —5—
et la distance parcourue
1
z(T) = 6T3.

Remarque 4.2.4. Dans I'exemple précédent on aurait pu mettre des poids différents dans le cotit,
suivant qu’on accorde plus d’importance & maximiser la distance parcourue ou minimiser I’énergie.
On peut aussi choisir le coiit

qui conduit & u(t) = 2(T)(T — t) et 2(T) = b

Remarque 4.2.5. L’approche développée dans la démonstration du théoréme 4.2.1 est variationnelle.
On trouvera une autre approche dans [52], qui permet notamment une extension au cas ou on
impose que le point final appartienne & une cible. Nous avons ici préféré 'approche du calcul des
variations classique, car elle permet une preuve plus rapide et élégante. L’autre approche est en
fait plus générale et sera privilégiée dans le cas général (non linéaire) ou elle conduit au principe
du maximum de Pontryagin général.

4.3 Fonction valeur et équation de Riccati

4.3.1 Définition de la fonction valeur

Soit T > 0 fixé, et soit x € R™. Considérons le probléme LQ de trouver une trajectoire solution
de

i(t) = A(t)z(t) + B)u(t), 2(0) ==, (4.12)

minimisant le cotlit quadratique

T
Cr(u) = «(T)" Qu(T) +/0 (= @)1y + llu)lI?) dt. (4.13)

Définition 4.3.1. La fonction valeur ST au point = est la borne inférieure des cofits pour le
probléme LQ. Autrement dit

St(x) = inf{Cr(u) | ,(0) = x}.

Remarque 4.3.1. Sous I'hypothése (4.3) on a existence d’une unique trajectoire optimale d’aprés
le théoréme 4.1.1, et dans ce cas cette borne inférieure est un minimum.
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4.3.2 Equation de Riccati

Théoréme 4.3.1. Sous Uhypothése (4.3), pour tout x € IR™ il existe une unique trajectoire op-
timale x associée au controle u pour le probleme (4.12), (4.13). Le contréle optimal se met sous
forme de boucle fermée

w(t) =U(t) ' B(t) E(t)x(t), (4.14)

ou E(t) € M, (R) est solution sur [0,T) de I’équation matricielle de Riccati
E(t) =W(t) — A(t) E(t) — E()A(t) — E@)B@)U(t)"'B(t) ' E(t), E(T) = —Q. (4.15)
De plus, pour tout t € [0,T], la matrice E(t) est symétrique, et
Sr(x) = —a " E(0)x. (4.16)

Remarque 4.3.2. En particulier le théoréme affirme que le contréle optimal u se met sous forme de
boucle fermée
u(t) = K(t)z(t),

ot K(t) = U(t)"1B(t)" E(t). Cette forme se préte bien aux problémes de stabilisation, comme
nous le verrons plus loin.

Démonstration. D’apreés le théoréme 4.1.1, il existe une unique trajectoire optimale qui, d’aprés le
théoréme 4.2.1, est caractérisée par le systéme d’équations

i=Az+BU'BTpT,
p = _pA + xTW,
avec 2(0) = z et p(T) = —a(T) " Q. De plus le controle s’écrit
u=U"'BTp".
1 faut donc montrer que 'on peut écrire p(t) = x(t) ' E(t), on E(t) est solution de (4.15). Notons
que si p s’écrit ainsi, alors, d’aprés ’équation vérifiée par le couple (z,p), on trouve facilement que

E(t) doit étre solution de I’équation (4.15). En utilisant 1'unicité de la trajectoire optimale, on va
maintenant montrer que p s’écrit effectivement ainsi. Soit E(t) solution de I’équation

E=W-A"E-EA—-EBU'BTE, E(T)=-Q.

Tout d’abord E(t) est symétrique car le second membre de 1'équation différentielle lest, et la
matrice () est symétrique. A priori on ne sait pas cependant que la solution est bien définie sur
[0, 7] tout entier. On montrera cela plus loin (lemme 4.3.2).

Posons maintenant py (£) = 21(t)' E(t), ot 21 est solution de
o1 = Axq + Buy,
et u; = U 'BT Ezy. On a alors
=i E+xE
= (Az; + BU'BTExy) E+a, (W - ATE— EA— EBU"'BTE)
=—p A4z W

Autrement dit le triplet (z1,p1,u1) vérifie exactement les équations du théoréme 4.2.1. Par consé-
quent la trajectoire 1 est optimale, et par unicité il vient 1 = z, w3 = w, puis p;1 = p. En
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particulier on a donc p = 2" E, et u = U~'BT Ex. Déduisons-en la formule (4.16). Pour cela
calculons d’abord, le long de la trajectoire x(t),

Lat) B)a(t) = Sp(t)e(t) = ple)e(r) + pli)i()

dt
= (=p()A(t) + (t) "W ()a(t) + p()(AE)(t) + B(t)u(t))
= 2(t) W ()z(t) + p() B(t)u(t).

Par ailleurs de ’expression de v on déduit
W Uu= (U"BTEz) UU'BTEx = 2" EBU'B Ex = pBu.
Finalement on a 1’égalité

%x(t)TE(t)x(t) — 2(&) "W (O)at) +ut) U )u(t),

et par conséquent
T
Sp(z) = 2(T) " Qu(T) + /O Egc(lt)TE(t)gc(lt) dt.

Or puisque E(T) = —Q et x(0) = x, il vient Sr(z) = —z" E(0)z.
Lemme 4.3.2. L’application t — E(t) est bien définie sur [0,T] tout entier.

Preuwve du lemme. SiPapplication E(t) n’est pas définie sur [0, 7] entier, alors il existe 0 < t, < T
tel que ||E(t)|| tend vers +oo lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs supérieures. En particulier pour
tout a > 0 il existe tg €]t, T] et o € R", avec ||xo|| = 1, tels que

|I0TE(t0)I0| 2 [ (417)

D’apres le théoréme 4.1.1, il existe une unique trajectoire optimale x(-) pour le probléme LQ sur
[to, T, telle que z(ty) = o (voir remarque 4.0.2). Cette trajectoire est caractérisée par le systéme
d’équations

i=Ax+BU'BTp", x(ty) = zo,
p=—pA+a W, p(T) = —2(T)' Q.

Le raisonnement précédent, en remplagant lintervalle [0,7] par Uintervalle [tg,T], montre que
St_1y(x0) = —x0 " E(to)z0. Par ailleurs, S7_, (7o) est inférieur au cotit de la trajectoire solution
du systéme, partant de g, associée (par exemple) au controle nul sur Uintervalle [to, T]; or il est
facile de voir que ce cofit est majoré, & une constante multiplicative C' > 0 prés, par ||zo||?. On en
déduit donc que |zo " E(tg)zo| < Cl|xol|?, ce qui contredit (4.17).

Ceci achéve la preuve du théoréme. O

Remarque 4.3.3. 11 est clair d’aprés Uexpression (4.16) du coit minimal que la matrice E(0) est
symétrique négative. On peut améliorer ce résultat si la matrice @ est de plus définie (voir lemme
suivant).

Lemme 4.3.3. Si la matrice Q est symétrique définie positive, ou bien si pour tout t € [0,T] la
matrice W (t) est symétrique définie positive, alors la matrice E(0) est symétrique définie négative.
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Preuve du lemme 4.3.3. Soit x( tel que l‘QTE(O),TO = 0, et montrons que xg = 0. Pour cela on
consideére le probléme LQ

& = Ax + Bu, z(0) = x,
T r 2 2
min 2(T)T Qx(T) + / (I3 + [u(®)]?) dt.

pour lequel, d’aprés le théoréme 4.3.1, le cotit minimal vaut —zg " E(0)zo = 0. Par conséquent,
puisque pour tout ¢ la matrices U(t) est définie positive, on a u(t) = 0 sur [0, 7T]. Si par ailleurs @
est définie positive on a aussi 2(T') = 0. Donc la trajectoire z(-) est solution du probléme de Cauchy
& = Ax,z(T) = 0, et par unicité z(-) est identiquement nulle. En particulier (0) = xo = 0, ce qui
achéve la preuve. Dans le deuxiéme cas ot W (t) est définie positive, la conclusion est immeédiate. O

Exercice 4.3.1. Considérons le probléme LQ pour le systéme & = %x +u (n=m=1) et le coit

T
C(u) = /0 (2 u(t) + %e_tx(t)Q)dt.

Montrer que ’on obtient les résultats suivants :

1—ete T 11—e¢te T 1—e T
- - )= —— (). S = %
et 4+ e2te=T’ u(t) 21 —i—ete_TI( ), Sr(2) 1+e_Tx

Exercice 4.3.2 (Contrainte finale imposée). Montrer que le probléme LQ avec le cotit modifié

E(t) =

T
Ctu) = [ (el + ) de+ tim_nlo(T)]?

1

conduit & une trajectoire minimisante telle que z(T") = 0. Montrer que F(t) = E(t)' existe et est

solution sur I'intervalle [0, 7] entier d’une équation de Riccati, avec F(T') = 0.
Variante du probléme précédent. Soit 7' > 0 fixé. Pour tout ¢t € [0,7] et tout = € R",
considérons le probléeme LQ de trouver une trajectoire solution de

& = Az + Bu, z(t) =z, (4.18)

minimisant le cotit quadratique

T
Cr(t,u) = g(x(T)) +/t () + llus)lE) ds. (4.19)
Définition 4.3.2. La fonction valeur S au point (¢,z) est la borne inférieure des cotits pour ce
probléme LQ. Autrement dit
Sr(t,z) = inf{Cr(t,u) | z,(t) = z}.

Théoréme 4.3.4. Sous Uhypothese (4.3), pour tout x € R"™ et tout t € [0,T)] il existe une unique
trajectoire optimale x associée au controle u pour le probleme (4.18), (4.19). Le controle optimal
se met sous forme de boucle fermée

u(s) =U(s) ' B(s) E(s)x(s), (4.20)
pour tout s € [t, T, et ou E(s) € My (IR) est solution sur [t,T] de I’équation matricielle de Riccati
E=W-A"E-EA-FEBU'BTE, E(T) = -Q. (4.21)

De plus pour tout s € [t,T] la matrice E(s) est symétrique, et pour tout t € [0,T] on a
Sr(t,z) = —x" E(t)z. (4.22)
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Démonstration. La différence par rapport au cas précédent est que ’on paramétrise le temps initial.
Le seul changement est donc la formule (4.22). Comme dans la démonstration précédente, on a

T
Sr(t,z) = z(T) " Qu(T) —|—/t disx(s)TE(s)x(s) ds.

Or puisque E(T) = —Q et x(t) = =, il vient Sp(t,z) = —x " E(t)x. O

Remarque 4.3.4. L’équation de Riccati étant fondamentale, notamment dans les problémes de régu-
lateur (voir section suivante), la question de son implémentation numérique se pose naturellement.
On peut procéder de maniére directe : il s’agit alors, en tenant compte du fait que E(t) est symé-
trique, d’intégrer un systéme différentiel non linéaire de n(n + 1)/2 équations. Dans le paragraphe
suivant on donne une alternative a cette méthode. Ci-dessous, nous traitons en Matlab un exemple
implémentant directement 1’équation de Riccati.

Exemple 4.3.1. Considérons le probléme LQ pour le systéme dans IR®
jj:yv y:Za 2}:”7
et le cott

T
Cr(u) = /0 (z(t)? + y(t)? + 2(t)* + u(t)?)dt.

Notons que pour implémenter I’équation de Riccati (4.21), une condition finale étant donnée, on
inverse le temps de fagon & se ramener & une condition initiale. Pour rétablir le bon sens du temps,
on utilise la fonction flipud, cf programme ci-dessous.

function riccatil

% Systeme dx/dt=y, dy/dt=z, dz/dt=u
% min int_0~T (x~2+y~2+z~2+u~2)

clc ; clear all ;
range = [0 : 0.01 : 10 1;

global tricca ricca ;

minit=[0; 0 ;0 ;0 ;0; 01 ;

[tricca,riccal = odell3(@matriccati,range,minit);
ricca=flipud(ricca); % on remet le temps dans le bon sens

]

[1;2;31;
odel113(@systriccati,range,xinit);

xinit
[t,X]

]

plot (t,X(:,1))

function dXdt = systriccati(t,X)

global tricca ricca ;
x=X(1) ; y=X(2) ; z=X(3) ;
[bla,k]=min(abs(tricca-t));



58 CHAPITRE 4. THEORIE LINEAIRE-QUADRATIQUE

e=ricca(k,5) ; f=ricca(k,6) ; c=ricca(k,3) ;
u=exx+fxy+cxz ; ¥ controle feedback u=U~{-1}B’EX

dxdt= [ y

function dXdt = matriccati(t,X)

% Eq de Riccati dE/dt=W-A’E-EA-EBU~{-1}B’E, E(T)=-Q, en temps inverse
a=X(1) ; b=X(2) ; c=X(3) ; d=X(4) ; e=X(5) ; £=X(6) ;

dXdt= - [ 1-e"2
-2%d-f~2+1
-2xf-c~2+1
-a-exf
-d-e*c
-e-b-fxc ] ;

4.3.3 Représentation linéaire de I’équation de Riccati

On a la propriété suivante.

Proposition 4.3.5. Plagons-nous dans le cadre du théoréme 4.3.1. Soit

_ (Ra(t) Raoft)
k() = (RB(t) R4(t))

la résolvante du systéme linéaire
i=Az+BU 'B'p',
pl=—-ATp" + W,
telle que R(T) = Id. Alors pour tout t € [0,T] on a
E(t) = (Rs(t) — Ra(t)Q) (Ra(t) — Ra()Q) ™" .
Démonstration. Par définition de la résolvante on a
2(t) = Ri(t)a(T) + Ro(t)p(T) ",

p(t)" = Rs(t)a(T) + Ra(t)p(T) "

Or on sait que p(T)" = —Qx(T), donc
() = (Ra(t) = Ra()Q)x(T) et p(t)" = (Rs(t) — Ra(t)Q)x(T).

On conclut en remarquant que p(t) ' = E(t)z(t). Notons que la matrice Ry (£)— Ry (£)Q est inversible
sur [0, 7] car le probléme LQ est bien posé, comme nous I’avons vu précédemment. O

Par conséquent pour résoudre I’équation de Riccati (4.15), il suffit d’intégrer un systéme linéaire
(il faut calculer une résolvante), ce qui est trés facile & programmer. Cette méthode (due & Kalman-
Englar) est notamment préférable a la méthode directe dans le cas stationnaire (voir [47]).
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4.4 Applications de la théorie LQ

4.4.1 Problémes de régulation

Le probléme du régulateur d’état (ou “probléme d’asservissement”, ou “probléme de
poursuite”, en anglais “tracking problem”)

Considérons le systéme de controle linéaire perturbé
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = xp, (4.23)

et soit £(t) une certaine trajectoire de R" sur [0, T'], partant d’un point &, (et qui n’est pas forcément
solution du systéme (4.23)). Le but est de déterminer un controdle tel que la trajectoire associée,
solution de (4.23), suive le mieux possible la trajectoire de référence £(t) (voir figure 4.1).

£(T)

€o

FIGURE 4.1 — Probléme du régulateur

On introduit alors Uerreur sur [0, 7T

qui est solution du systéme de controle

2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + 1 (¢), 2(0) = 2o, (4.24)

ol 2o = xg — & et r1(t) = A@)E(t) — E(t) + r(t). 11 est alors raisonnable de vouloir minimiser le
cofit

T
Clu) = 2(T) " Q=(T) + /0 (=@ + lu®]Z) dt,

ou Q,W,U sont des matrices de pondération. Pour absorber la perturbation r1, on augmente le
systéme d’une dimension, en posant

() a3 =) 0m (8 ) me (5 D)

de sorte que 1’'on se raméne & minimiser le cotlit

T
Cu) = 21(T) Qua(T) +/O (=1 I, + lu®]Z) dt,
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pour le systéme de controle
Z = A121 + B,

partant du point z (0).
La théorie LQ faite précédemment prévoit alors que le controle optimal existe, est unique, et
s’écrit .
u(t) =U(t) "' Bi(t) Ex(t)=1(t),
ol E(t) est solution de I’équation de Riccati
El - W1 - AlTEl — E1A1 — ElBlU_lBlTEl, El(T) = _Ql-

Posons
E(t)  h(t)
0= (o aie)

En remplagant dans ’équation précédente, on établit facilement les équations différentielles de
E h,o:
E =W-A"E-FA-EBU'B"E, E(T)=-Q,
h =—-A"h—Er, — EBU 'BTh, h(
& =-2r1"h—h"BU'BTh, af

Résumons tout ceci dans la proposition suivante.

T) =0, (4.25)
T)=0

Proposition 4.4.1. Soit £ une trajectoire de IR" sur [0,T]. Considérons le probleme de poursuite
pour le systeme de controle

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), z(0) = xo,

ot l’on veut minimiser le coit
T

Cu) = (=(T) = &(T) " Q(x(T) — £(T)) +/O (l(®) = €@y + Nu®)llE) dt.
Alors il existe un unique contrdle optimal, qui s’écrit
u(t) = U() " B(t) " E(t)(x(t) — &) + U(t)~ B(t) " h(1),
ou E(t) € M, (R) et h(t) € R™ sont solutions sur [0,T] de

E =W -A"E-EA-EBU'B'E, E(T) = —Q,
h =—-ATh—E(A{ —&+7)— EBU'BTh, h(T)=0,

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le colt minimal est alors égal a
— (2(0) = £(0)) "E(0)((0) — £(0)) — 2h(0)" (x(0) - £(0))
- / ' (2(4(t)() =€) + () " lt) + () BOU®) B h(t)) dt.
Remarque 4.4.1. Notons que le controle optimal s’écrit bien sous forme de boucle fermée

u(t) = K(t)(x(t) — £(t) + H(1).

Remarque 4.4.2. Si { = A+, i.e. la trajectoire de référence est solution du systéme sans controle,
alors dans les notations précédentes on a r; = 0, et d’aprés les équations (4.25) on en déduit que
h(t) et a(t) sont identiquement nuls. On retrouve alors le cadre LQ de la section précédente. En
fait,
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— si £ =0 et r =0, le probléme est un probléme LQ standard ;
— sir =0, il s’agit d’un probléme de poursuite de la trajectoire £ ;
— si £ = 0, c’est un probléme de régulation avec la perturbation r.

Exercice 4.4.1. Résoudre le probléme de poursuite sur [0, ] pour le systéme & = x +u, z(0) = 0,
la fonction £(t) = t, et des poids tous égaux a 1.

Exercice 4.4.2. Considérons l'oscillateur harmonique
i+ x=u, 2(0) =0,4(0) = 1.

On désire asservir le mouvement de cet oscillateur a la courbe (cost,sint) sur [0, 27], i.e. décaler
la phase de 7/2. Ecrire les équations permettant de résoudre le probléme, puis réaliser 'implémen-
tation numérique.

Variante : le probléme de poursuite d’une sortie (ou “output tracking”)
On ajoute au probléme précédent une variable de sortie :
o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 4+ r(t), z(0) = zo,
y(t) = C ()= (1),

et étant donné un signal de référence £(t) on cherche un controle tel que, le long de la trajectoire
associée, 'observable y(-) soit proche de £(-). Notons qu’on retrouve le cas précédent si y(t) = x(t).
Posant z(t) = y(t) — £(t), on cherche & minimiser le cotit

T T
Clu) = =1 Qx(T) + [ (1=l + [u(o)3) at.
Posons alors

(7 _(omTeT) —o(T) Q(T) _[(cTwe  —CcTwe
b (1) o= (—ﬁT(T)QO(T) ¢1(T)QE(T) > = (—sTWc T >

et Ay, By comme précédemment (avec r; = r). Alors on cherche un controle u, associé a la trajec-
toire 1 solution de &7 = Ayx1 + Biu, minimisant le cott

T
C(u) :Il(T)Tlel(TH/O (les @Iy, + lu@®)E) dt.

En raisonnant comme précédemment, on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.2. Soit & une trajectoire de RP sur [0,T]. Considérons le probléme de poursuite
du stgnal & pour le systeme de controle avec sortie

ot l’on veut minimiser le coit

T
Clu) = (y(T) = &(T7)) " Qy(T) — £(T)) +/0 (ly(®) = €Dy + llu@®lIE) dt.
Alors il existe un unique controle optimal, qui s’écrit

u(t) = U)'B(t) T E(t)a(t) + U )" B(t) " h(t),
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ot E(t) € M, (IR) et h(t) € RP sont solutions sur [0,T] de
E =C"WC-ATE—EA—EBU-'BTE, E(T)=-C(T) QC(T),
h =-CTWé—ATh— Er—EBU-'BTh, h(T)=—C(T)" Q&(T),
et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le coit minimal est alors égal a
—2(0) " E(0)z(0) — 2h(0) " 2(0) — «(0),
ot «(t) est solution de
Gd=E6"WE—2r"Th—h"BU'BTh, o(T) = &(T)" QE(T).

Remarque 4.4.3. On trouvera dans [64] d’autres variantes de ce probléme, notamment le méme
probléme que ci-dessus, sauf que le cott s’écrit

T
C(u) = 2(T)" Qu(T) + / (lut) — €@ + lu(®)]) dr.

Le seul changement est dans la matrice augmentée @01, et donc dans les conditions aux limites de
E et h, qui deviennent dans ce cas E(T) = —Q et h(T) = 0.

On trouvera aussi dans [52, ex. 9, p. 203] une autre variante du probléme LQ, ou la fonction
g apparaissant dans le cotlit est linéaire en x. Nous laissons ’écriture de toutes ces variantes au
lecteur, la méthode étant de toute fagon la méme que précédemment.

Exercice 4.4.3. On considére le systéme proies-prédateurs controlé
T=x+y+u, x(0)=1,
y=x—y+us, y(0) =1

Trouver I’expression des controles permettant d’asservir la variable 2(t) a la valeur 1 sur l'intervalle
[0,10].

4.4.2 Filtre de Kalman déterministe

Ce probléme célébre est le suivant. Connaissant un signal de référence £(t) sur [0, 7], on cherche
une trajectoire solution sur [0,7] de

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),

minimisant le cott

T
C(u) = 2(0)" Qw(0) + /O (IC®(t) — @)% + llu®)lF) dt.

Il s’agit d’une variante des problémes de poursuite précédents, sauf que l'on n’impose aucune
condition sur z(0) et x(T'), et de plus le coit pénalise le point initial x(0). En revanche dans ce
probléme on suppose que la matrice @ est symétrique définie positive.

Pour se ramener aux cas précédents, il convient donc tout d’abord d’inverser le temps, de facon
a ce que le cotit pénalise, comme avant, le point final. On pose donc, pour tout ¢ € [0, T,

() =2(T —t), a(t) =u(T —t), A(t) = —A(T —t), B(t) = —B(T —t),
§(t) =&(T =), W(t) =W(T —1), U(t) =U(T —1), C(t) = C(T — 1),
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de sorte que 'on se raméne au probléme de déterminer une trajectoire solution de & = Az + B4,
minimisant le coit

C(@) = #(T) " Qa(T) + / (ICwa) - Eo)lIE + a1 ) d.

Notons que, par construction, on a C (@) = C(u).
Fixons une donnée initiale Z(0), et appliquons, pour cette donnée initiale, le méme raisonnement
que dans les cas précédents. On obtient alors

a(t)=U"'B"Ez+U'B"h,

ou )
E = C'"WC-A"TE-EA-EBUT'BTE, E(T)=-Q,
h = —C"W&—-ATh—EBU'BTh, hT) =0,
a = {'WE-h"BU'BTh, a(T) =0,

et le cotit minimal pour cette donnée initiale fixée Z(0) vaut
—#(0)" E(0)#(0) — 2&(0) " h(0) — &(0).
Il faut maintenant trouver Z(0) tel que ce cotit soit minimal. Posons donc
f(z) = =2 E(0)x — 22" h(0) — a(0).

Il faut donc déterminer un minimum de f. Notons tout d’abord que, la matrice @ étant par
hypothése définie positive, la matrice F(0) est d’aprés le lemme 4.3.3 symétrique définie négative.
En particulier la fonction f est strictement convexe et de ce fait admet un unique minimum. En
un tel point on doit avoir f/(x) = 0, d’ott & = —E(0)~1h(0).
Finalement, en reprenant le cours positif du temps, et en posant pour tout ¢ € [0, 7
E(t) = —E(T —t), h(t) = —h(T —t),
on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.3. Soit £(-) une trajectoire définie sur [0,T] a valeurs dans IRP. On considere le
probleme de déterminer une trajectoire solution sur [0,T] de

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),

mainimasant le cott

T
C(u) = 2(0)" Q(0) +/0 (C®=(t) — @)y + lu®)F) dt,

ol la matrice Q) est de plus supposée définie positive. Alors il existe une unique trajectoire minimi-
sante, associée au controle

u(t) = U0 B(t) E(@®)a(t) +U®) " B() " h(t),
et a la condition finale
(T) = —E(T)"'MT),
o .
B C'"WC—-ATE—-EA-EBU'BTE, E(0)=Q,
h = —C'"W¢—ATh—EBU'BTh, h(0) =0,

et le coidt minimal vaut alors

T

—h(T) E(T) " h(T) + / (60 Wwe® - ne) BOU® " BO () dt.

0
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Létat final 2(T) = —E(T)"'h(T) est la donnée qui nous intéresse principalement dans le
probléme du filtre de Kalman, qui est un probléme d’estimation, comme nous le verrons dans les
exemples & suivre. L’estimation de cet état final peut étre simplifiée de la maniére suivante.

Posons F(t) = E(t)~!. On trouve facilement, puisque F' = —FEF,

F=BU'BT + AF+ FAT — FCTWCF, F(0)=Q "
Par ailleurs si on pose z(t) = —F(t)h(t), on trouve que
t=(A—-FCTWC)z+ FCTWE, 2(0) = 0.
Finalement on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.4. Sous les hypotheses de la proposition /.4.3, Uétat final x(T) de la solution
optimale est égal o z(T), ou

E (A-FCTWC)z + FCTWE, 2(0) =0,
F = BU'B"+AF+FA" —FC'WCF, F(0)=Q "

Application au filtrage. Le probléme est d’estimer, d’aprés une observation, un signal bruité.
Le modéle est

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), z(0) = xo,

y(t) = C(t)z(t) + v(t),
ou les fonctions w et v sont des bruits, i.e. des perturbations affectant le systéme. La donnée initiale
xo est inconnue. Le signal £(¢) représente une observation de la variable y(t), et a partir de cette
observation on veut construire une estimation de 1'état final x(T"). On cherche une estimation

optimale dans le sens que les perturbations u et v, ainsi que la donnée initiale xzy, doivent étre
aussi petites que possible. On cherche donc & minimiser un cofit de la forme

T
x(O)TQx(OH/ (w3 + lu(®)lIE)dt.
0

Il s’agit donc exactement du probléme LQ

Q
£
I

T
£(0) T Qu(0) + / (Uy(t) — €03 + ()2 )dt,

i.e. le probléme que 'on vient d’étudier (2(0) non fixé).
L’estimation optimale de I’état est donc égale a 2(T") (voir proposition 4.4.4).

Remarque 4.4.4. La bonne maniére d’interpréter le filtre de Kalman est statistique, ce qui dé-
passe le cadre de cet ouvrage. En fait il faut interpréter les perturbations u et v comme des bruits
blancs gaussiens, et xy comme une variable aléatoire gaussienne, tous supposés centrés en 0 (pour
simplifier). Les matrices Q, W (t), U(t) sont alors les matrices de variance de xg, v(t), u(t), et le pro-
bléme de minimisation s’interpréte comme le probléme d’estimer 1’état final de variance minimale,
connaissant 'observation () (& ce sujet, voir par exemple [3]).

Par ailleurs les pondérations doivent étre choisies en fonction de I'importance des bruits. Par
exemple si le bruit v est trés important comparé au bruit u et a I'incertitude sur la condition
initiale alors on choisit une matrice W (t) petite.
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Exemple 4.4.1. On veut estimer 2(7T) pour le systéme bruité
T=u, y=x+wv,
d’apres Pobservation £(t).
Les équations de la proposition 4.4.4 donnent

2=—FWz+ FW¢, 2(0) =0,
F=U"'-FWF, F(0)=Q "

Choisissons les poids Q = 1,U(t) = 1, W (t) = w?. On trouve

—wt
F(t) = 1, et
w w

En particulier si le bruit v est petit alors on peut choisir le paramétre w trés grand, de sorte que
pour tout ¢t > 0 on a F(t) ~ 1. On montre alors facilement, avec I’équation de z, que z(t) ~ &(¢),
ce qui est bien cohérent : en effet s’il n’y a pas de bruit alors on observe directement ’état que ’on
cherche a estimer !

Dans le cas général, on calcule (numériquement) z(T'), ce qui fournit lestimation de z(T")
souhaitée.

4.4.3 Reégulation sur un intervalle infini et rapport avec la stabilisation

Considérons le probléme LQ sur lintervalle [0, 4o00[. Il s’agit d’un probléme de régulation ou
I’on cherche & rendre l'erreur petite pour tout temps. Nous nous restreignons au cas de systémes
stationnaires. Le cadre est le suivant.

On cherche a déterminer une trajectoire solution de

z(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo,
minimisant le cott

ct - [ T (@l + @) d,

ol de méme les matrices W et U sont constantes.
On a la résultat suivant.

Théoréme 4.4.5. On suppose que les matrices W et U sont symétriques définies positives, et
que le systeme est controlable. Alors il existe une unique trajectoire minimisante pour ce probléme,
associée sur [0,4o00[ au contréle optimal

u(t) =U'B"Ex(t), (4.26)

ot E € M, (IR) est l'unique matrice symétrique définie négative solution de l’équation de Riccati

stationnaire
ATE+ EA+EBU'B"E=W. (4.27)

De plus le cott minimal vaut —z0" Exop.
Par ailleurs le systeme bouclé

it=(A+BU 'B"E)x

est globalement asymptotiquement stable, et la fonction V(x) = —x T Ex est une fonction de Lya-
punov stricte pour ce systeme.
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Remarque 4.4.5. En particulier, la trajectoire minimisante associée a ce probléme en horizon infini
tend vers 0 lorsque t tend vers 'infini.

Démonstration. On sait déja (voir proposition 4.1.3 et remarque 4.2.2) qu’il existe une unique
trajectoire optimale, vérifiant les équations

i=Ax+ Bu, p=—pA+z'W, lim p(t) =0,
t— o0

avec u = U~'BTp". De maniére tout a fait similaire a la preuve du théoréme 4.2.1 on montre, par
un argument d’unicité, que p(t) = x(t)TE , ou E est solution, pourvu qu’elle existe, de 1’équation
(4.27). 1l faut donc montrer lexistence d’une telle solution. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 4.4.6. Il existe une unique matrice E symétrique définie négative solution de l’équation

(4.27).

Preuve du lemme. 1l est bien clair que si z(-) est minimisante pour le probléme LQ sur [0, +o0],
alors elle I'est aussi sur chaque intervalle [0, 7], T > 0. Considérons donc le probléme LQ sur [0, T

& = Az + Bu, z(0) = zo,
T
CTw = [ (1Ol + Jute)|) it
et appelons E(T,t) la solution de I’équation de Riccati associée
E=W-A"E—-EA—-EBU'B'E, E(T,T) =0.

On sait que de plus le cott minimal est C(T,u) = —x¢' E(T,0)xo". Posons alors D(T,t) =
—E(T,T —t). Il est bien clair que

D=W+A"D+DA—-DBU'B"D, D(T,0)=0.

Cette équation étant en fait indépendante de T, on peut poser D(t) = D(T,t), et D(t) est solution
de I'équation de Riccati ci-dessus sur IRT. De plus pour tout T > 0 on a D(T) = —FE(T,0),
et comme la matrice W est symétrique définie positive on déduit du lemme 4.3.3 que D(T') est
symétrique définie positive.

Par ailleurs on a, pour tout 7' > 0, C(T,u) = zo ' D(T)xo. 1l est clair que si 0 < t; < t2 alors
C(t1,u) < C(ta,u), et donc xo " D(t1)xo < x9 ' D(t2)xo. Ceci est en fait indépendant de zg, car
I’équation de Riccati ne dépend nullement de la donnée initiale. Ainsi pour tout z € IR" la fonction
t — x" D(t)z est croissante.

Montrons qu’elle est également majorée. Le systéme étant contrdlable, 'argument de la re-
marque 4.1.2 montre qu’il existe au moins un contrdle v sur [0,+oo[ de cott fini. Comme le
controle u est optimal, on en déduit que la fonction ¢ — C(¢,u) est majorée (par C(v)).

Pour tout = € R", la fonction ¢ — 2" D(t)x étant croissante et majorée, on en déduit qu’elle
converge. En appliquant cette conclusion aux éléments d’une base (e;) de R", on en déduit que
chaque élément d;;(¢) de la matrice D(t) converge, car en effet

dij(t) = eiTD(t)ej = (ei + €j)TD(t)(6i + 6]‘) — eiTD(t)ei - ejTD(t)ej.

N =

Ainsi la matrice D(t) converge vers une matrice —FE, qui est nécessairement symétrique définie
négative d’aprés la croissance de la fonction ¢ +— 2" D(t).
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Par ailleurs, de I’équation différentielle vérifiée par D, on déduit que D(t) converge, et cette
limite est alors nécessairement nulle. En passant a la limite dans cette équation différentielle on
obtient finalement I’équation de Riccati stationnaire (4.27).

Enfin, en passant a la limite on a C(u) = —zo' Exo, d’ott on déduit aisément 1'unicité de la
solution. O
Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme, il suffit de voir que la fonction V (z) = —z " Ex est

une fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé & = (A+ BU ! BT E)z. La forme quadratique V/
est bien définie positive puisque E est symétrique définie négative. Par ailleurs on calcule facilement
le long d’une trajectoire z(t) solution du systéme bouclé

d

ZV(a(t) = —z(t)" (W + EBUT'BTE) z(t).

Or la matrice W est par hypothése définie positive, et la matrice EBU ' BT E est positive, donc
cette quantité est strictement négative si z(t) # 0. On a donc bien une fonction de Lyapunov
stricte, ce qui prouve que le systéme bouclé est asymptotiquement stable. O

Remarque 4.4.6. Le controle optimal s’écrit sous forme de boucle fermée v = Kz, avec K =
U~'BTE. On retrouve le fait que si le systéme est controlable alors il est stabilisable par feedback
linéaire (voir le théoréme 13.1.5 de placement de pdles). Cependant, alors que la méthode de
stabilisation décrite par le théoréme 13.1.5 consiste & réaliser un placement de poles, ici la matrice
K est choisie de maniére & minimiser un certain critére. On parle de stabilisation par retour d’état
optimal. C’est donc une méthode (parmi beaucoup d’autres) de stabilisation.

Remarque 4.4.7. En général I'équation (4.27) admet plusieurs solutions, mais elle n’admet qu’une
seule solution symétrique définie négative.

Exemple 4.4.2. Considérons le systéme scalaire & = —z 4+ u,2(0) = z( et le cotit C(u) =
Jo~ (@(t)? + u(t)?)dt. L'équation de Riccati stationnaire est —2E + E? = 1, et conduit a E =
1 -2 <0, d’ot la trajectoire optimale

u(t) = (1 —V2)a(t), z(t) = zge V.

Exemple 4.4.3. On considére le systéme controlé

t=z+y+u, z(0)=
=z —y+ug, y0)=

On désire stabiliser la solution de ce systéme vers 'origine, en minimisant le cotit

+oo
Clu) = /O ()2 + y(8)? + ur (£)2 + us(H)2)dt.

Pour cela, écrivons I’équation de Riccati stationnaire, avec les matrices

11
A_<1 _1), B=U=W =1Id.

a cC
o=(c3)

En posant
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on arrive au systéme d’équations

2a+20+a2—|—02=1,
2¢c —2b+4 2 +b? =1,
a+b+ac+cb=0.

En particulier la troisiéme équation conduit a
(a+b)(1+0¢) =0,

et par conséquent a = —b ou ¢ = —1. Si a = —D, les valeurs propres de la matrice F sont alors
++va? + 2, ce qui est exclu puisque la matrice E doit étre définie négative. Par conséquent ¢ = —1,
et on trouve alors

a=-1+V3, b=1++3.

Parmi ces 4 possibilités, la seule facon d’obtenir une matrice E définie négative est de prendre
a=—1—+/3etb=1—+/3. Donc finalement

E= (_1__1\/§ . __i/g) ,

et le systéme bouclé est alors
i = —V3z, 2(0) =1,
§=—V3y, y(0) =1.
Exercice 4.4.4. On considére le systéme controlé :
i+ x=u, 2(0)=0, £(0) = 1.

1. Quel est le comportement de la solution en ’absence de contréle 7

2. On désire stabiliser la solution de ce systéme vers l'origine par la méthode de Riccati sta-
tionnaire, en minimisant le coftit

“+00
C(u) = /0 (z(t)? + 2(t)* + u(t)?)dt.

(a) Montrer que la solution de I’équation de Riccati stationnaire est

(v )

ot a=1v2v2-1.
(b) Donner 'expression du controle optimal.

(¢) Montrer que la solution du systéme bouclé est

ou fB=vV2v2+1.

(d) Commenter briévement les résultats et la méthode.
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Exercice 4.4.5. Montrer que la solution de 1’équation de Riccati stationnaire pour le probléme

LQ »
b=y g=u Clu)= / £(0)? + y(t)? + ult)? dt,
0

E_<_\/§ —1).

est la matrice

-1 =3

Exercice 4.4.6. Résoudre le probléme LQ

+oo
T=y+uy, y=us, Inin/ a:(t)Q + y(t)2 + ul(t)Q + uz(t)Q dt.
0

Exercice 4.4.7. Déterminer la solution de & = —z + u minimisant le coit [, (z(t)? + au(t)?)dt,

avec a > 0. Que se passe-t-il lorsque a — +00?

Solution numeérique de 1’équation de Riccati stationnaire On peut calculer numérique-
ment la solution de 1’équation de Riccati algébrique (4.27) en employant une méthode de Schur

(voir [50, 51]). Ceci est implémenté en Matlab dans la fonction lgr.m (voir aussi care.m).

Ci-dessous, voici un exemple d’utilisation de lqr, en reprenant ’exemple 4.3.1.

function riccati?2

% Systeme dx/dt=y, dy/dt=z, dz/dt=u
% min int_0~T (x~2+y~2+z~2+u~2)

clc ; clear all ;

global A B W invU ;
% Systeme

% Matrices de ponderation
W = eye(3) ;
U=1; invU = inv(U) ;

range = [0 : 0.01 : 10 1;
%% Utilisation de 1lqr

global K ;

[K,S,e] = 1qr(A,B,W,U0) ;
xinit=[1; 2 ; 31 ;

[t,X] = ode45(@systriccati,range,xinit) ;
plot(t,X(:,1));
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function dXdt = systriccati(t,X)
global K ; u = -K*X ;
dxdt = [ X(2)

X(3)
u ] ;

Le résultat est tracé sur la figure 4.2.

FIGURE 4.2 —
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L’objectif de cette partie est de présenter des techniques d’analyse de problémes de controle
optimal non linéaires. On présente notamment le principe du maximum de Pontryagin et la théorie
d’Hamilton-Jacobi. Un chapitre est consacré aux méthodes numériques en controle optimal.

D’un point de vue global, un probléme de controle optimal se formule sur une variété M, mais
notre point de vue est local et on travaille sur un ouvert V petit de IR". La problématique générale
du controle optimal est la suivante. Considérons un systéme de controle général

.’L‘(t) = f(t,z(t), u(t))v z(to) = o, (4'28)

ol f est une application de classe C'' de I xV xU dans IR", I est un intervalle de IR, V ouvert de R",
U un ouvert de R™, (tg,z0) € I x V. Par ailleurs on suppose que les controles u(-) appartiennent
a un sous-ensemble de Lo (1, IR™).

Ces hypotheéses assurent, pour tout controle u, I'existence et 'unicité sur d’une solution maxi-
male z,,(t) sur un intervalle J C I, du probléme de Cauchy (4.28) (voir section 11.3 en annexe).

Par commodité d’écriture on suppose dans toute la suite que ty = 0.

Pour tout contréle u € LiS.(I,IR™), la trajectoire associée x,(-) est définie sur un intervalle
maximal [0, t.(u)[, ot t.(u) € RTU{+oco}. Par exemple si t.(u) < +ooc alors la trajectoire explose en
te(u) (théoréme d’échappement, ou d’explosion). Pour tout T > 0, T' € I, on note Uy Pensemble des
controles admissibles sur [0, T, c’est-a-dire I'ensemble des controles tels que la trajectoire associée
soit bien définie sur [0, 7], autrement dit T' < t¢(u).

Soient f° une fonction de classe C! sur I x V x U, et g une fonction continue sur V. Pour tout
controle u € Uy on définit le colit de la trajectoire associée x,,(-) sur U'intervalle [0, T

T
C(T,u)_/o Ot (), u(t))dt + g(T, 2, (T)). (4.29)

Soient My et M; deux sous-ensembles de V. Soit  un sous-ensemble de IR™. Le probléme de
controle optimal est de déterminer les trajectoires x,(-) solutions de

iu(t) = f(t,za(t),u(t)),

telles que x,,(0) € My, x,(T) € My, avec u(t) € £, et minimisant le coit C(T,u). On dit que le
probléme de controle optimal est a temps final non fix€ si le temps final T est libre, sinon on parle
de probléme a temps final fixé.
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Chapitre 5
Définitions et préliminaires

Un probléme de controle optimal se décompose en deux parties : pour déterminer une trajectoire
optimale joignant un ensemble initial a une cible, il faut d’abord savoir si cette cible est atteignable.
C’est le probleme de controlabilité. Ensuite, une fois ce probléme résolu, il faut chercher parmi toutes
ces trajectoires possibles celles qui le font en codt minimal.

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de contrélabilité et rappelons quelques faits.

5.1 Application entrée-sortie

5.1.1 Définition

Considérons pour le systéme (4.28) le probléme de contrdle suivant : étant donné un point
x1 € R", trouver un temps T et un controle u sur [0,7] tel que la trajectoire x, associée & u
(vérifiant d’éventuelles contraintes), solution de (4.28), vérifie

2, (0) =20, 24(T) = 1.
Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 5.1.1. Soit T' > 0. L’application entrée-sortie en temps T du systéme controlé (4.28)
initialisé & xg est application
Er:U — R"
u — x,(7T)

ou U est 'ensemble des controles admissibles, i.e. ’ensemble de controles u tels que la trajectoire
associée est bien définie sur [0, 7.

Autrement dit, 'application entrée-sortie en temps T’ associe & un controle u le point final

de la trajectoire associée & u. Une question importante en théorie du controle est d’étudier cette
application en décrivant son image, ses singularités, etc.

5.1.2 Reégularité de ’application entrée-sortie

La régularité de Ep dépend bien entendu de I'espace de départ et de la forme du systéme.

(0]
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Pour un systéme général
En toute généralité on a le résultat suivant (voir par exemple [13, 13, 641]).

Proposition 5.1.1. Considérons le systéme (4.28) ou [ est CP, p > 1, et soit U C L*>([0,T], R™)
le domaine de définition de Er, c’est-a-dire 'ensemble des controles dont la trajectoire associée est
bien définie sur [0,T]. Alors U est un ouvert de L>([0,T], R™), et Ep est C? au sens L.

De plus la différentielle (au sens de Fréchet) de Ep en un point u € U est donnée par le systéme
linéarisé en u de la maniére suivante. Posons, pour tout t € [0,T],

AW = I au), ) . BO) = 2 1, 2u0),u)).

Le systeme de controle linéaire

Ju(t) = A(t)yu (t) + B(t)v(t)

est appelé systéme linéarisé le long de la trajectoire x,,. La différentielle de Fréchet de Ep en u est
alors Uapplication dE7(u) telle que, pour tout v € L*([0,T], R™),

T
dEr(u)v = y,(T) = M(T)/O M(s)"'B(s)v(s)ds (5.1)

ots M () est la résolvante du systeme linéarisé, i.e. la solution matricielle de M(t) = A(t)M(t),

M(0) = Id.

Démonstration. Pour la démonstration du fait que U est ouvert, voir [64, 71, 72]. Par hypothése
u(-) et sa trajectoire associée x(.,xzo,u) sont définis sur [0,7]. L’ensemble des controles étant les
applications mesurables et bornées muni de la norme L, I’application Er est de classe C? sur un
voisinage de u(-) en vertu des théorémes de dépendance par rapport a un paramétre. Exprimons
sa différentielle au sens de Fréchet. Soit v(-) un controle fixé, on note x(-) + dx(-) la trajectoire
associée & u(-) + v(+), issue en t = 0 de (. Par un développement de Taylor, on obtient

i(gc +0x)(t) = f(t,x(t) + 0x(t), u(t) + v(t))

dt
= Jt(0), u(t)) + S (1 w(0), )3 (8) + D (1 (0), 1) o)
0% f
+ ERw (t,x(t),u(t))(0x(t), v(t)) +

Par ailleurs, &(t) = f(t,x(t), u(t)), donc

d of of

E(&x)(t) = %(t, x(t), u(t))ox(t) + %(t, x(t), u(t))v(t) + -
En écrivant 0x = 612 + dox + ... ol d1x est la partie linéaire en v, dox la partie quadratique, etc,
et en identifiant, il vient

%(51:6)(1%) = %(f, x(t), u(t))orz(t) + %(f, x(t), u(t))v(t) = A(t)d1x(t) + B(t)v(t).

Or 2(0) + dz(0) = 29 = x(0), donc §2:(0) = 0 et la condition initiale de cette équation différentielle
est 912(0) = 0. En intégrant, on obtient

T
ha(T) = M(T)/O M(s) ' B(s)v(s)ds
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of
T O
M(t) = A(t)M(t) avec A(t) = %(t,x(t),u(t)) et M(0) = I,,. On observe que d12(T) est linéaire
et continu par rapport a v(-) en topologie L>. C’est donc la différentielle de Fréchet en wu(-) de

Er. O

d
ou M est la résolvante du systéme homogéne E(éw)(t) (t,2(t), u(t))d1z(t), ’est-a-dire

Remarque 5.1.1. En général Er n’est pas définie sur L>°([0,7],IR™) tout entier a cause de phéno-
ménes d’explosion. Par exemple si on considére le systéme scalaire i = 22 +u, 2(0) = 0, on voit que
pour u = 1 la trajectoire associée explose en ¢ = 7, et donc n’est pas définie sur [0,7] si T > F.

Pour un systéme affine

Définition 5.1.2. On appelle systéme affine contrélé un systéme de la forme
() = fo(w(t) + Y uilt) fi(x(t)),
i=1

ot les f; sont des champs de vecteurs de IR".
Pour un systéme affine on peut améliorer le résultat précédent (voir [64, 71, 72]).

Proposition 5.1.2. Considérons un systéme affine lisse, et soit U le domaine de définition de Er
Alors U est un ouvert de L*([0,T], R™), et l’application entrée-sortie Ex est lisse au sens L2, et
est analytique si les champs de vecteurs sont analytiques.

Il est trés intéressant de considérer L? comme espace de controles. En effet dans cet espace
on bénéficie d’une structure hilbertienne qui permet de faire une théorie spectrale de I’application
entrée-sortie, et on bénéficie d’autre part de bonnes propriétés de compacité faible (voir [71, 72]).

5.2 Controélabilité

On veut répondre a la question suivante : étant donné le systéme (4.28), ot peut-on aller en
temps T en faisant varier le contréle u ? On est tout d’abord amené & définir la notion d’ensemble
accessible.

5.2.1 Ensemble accessible

Définition 5.2.1. L’ensemble accessible en temps T pour le systéme (4.28), noté Accq(xo,T),
est 'ensemble des extrémités au temps 71" des solutions du systéme partant de zy au temps ¢t = 0,
associées a des controéles prenant leurs valeurs dans 2. Autrement dit, ¢’est I'image par ’application
entrée-sortie en temps 7' de L°°([0, T, ) NUq.

Théoréme 5.2.1. Considérons le systéme de controle

&= f(t,x,u), z(0) = xo,
ot la fonction f est C* sur R* ™™ et les controles u appartiennent o Uensemble U des fonctions
mesurables a valeurs dans un compact Q@ C IR™. On suppose que

— 1l existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée est uniformément bornée par b sur
[0,T7], i.e.
>0 |Vueld Vte|0,T] |zu.(t)| <0, (5.2)
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— pour tout (t,z), l’ensemble des vecteurs vitesses
Vt,z) ={f(t, z,u) | ue R} (5.3)

est convere.
Alors Uensemble Accq(xo,t) est compact et varie contindment en t sur [0,T)].

Démonstration. Notons tout d’abord que puisque 2 est compact alors V (¢, z) est également com-
pact. Montrons la compacité de Accq(zg,t). Cela revient & montrer que toute suite (z,,) de points
de Accq(zo,t) admet une sous-suite convergente. Pour tout entier n soit u, un contrdle reliant xg
A, en temps t, et soit x, () la trajectoire correspondante. On a donc

t
Ty =z () = 20 +/ F(s,20(8), un(s))ds.
0
Posons, pour tout entier n et presque tout s € [0, ],

gn(8) = f(s,2n(s), un(s))-

D’apreés les hypotheéses il s’ensuit que la suite de fonctions (gn,(+))nen est bornée dans L>° ([0, ¢], R™),
et par conséquent a sous-suite pres elle converge vers une fonction g(-) pour la topologie faible étoile
de L>°(]0,¢],R™). Posons alors, pour tout 7 € [0, ¢],

2(r) = 0 + / " g(s)ds,

ce qui définit une application z(-) absolument continue sur [0, ¢]. De plus on a, pour tout s € [0, ],

i (s) = a(s),
i.e. la suite de fonctions (z,(+))nen converge simplement vers z(-). Le but est de montrer que la
trajectoire x(-) est associée a un contrdle u & valeurs dans 2, ce qui revient & montrer que pour
presque tout s € [0,¢] on a g(s) = f(s, z(s), u(s)).
Pour cela, définissons, pour tout entier n et presque tout s € [0, ¢],

hn(S) = f(S,(E(S),’U,n(S)),
et introduisons ’ensemble
V = {h(-) € L*([0,t],R") | h(s) € V(s,z(s)) pour presque tout s € [0,]},

de sorte que h,, € V pour tout entier n. Pour tout (¢,z) 'ensemble V (¢, x) est compact convexe,
et, en utilisant le fait que de toute suite convergeant fortement dans L? on peut extraire une sous-
suite convergeant presque partout, on montre que V est convexe fermé dans L%([0,], R™) pour la
topologie forte; donc il est également fermé dans L?([0,¢], ]R™) muni de la topologie faible (voir
[19]).

Or, similairement & (g,,), la suite de fonctions (h,) est bornée dans L2, et donc & sous-suite
pres converge en topologie faible vers une fonction h, qui appartient nécessairement & ) puisque
ce sous-ensemble est fermé faible.

Enfin, montrons que g = h presque partout. Pour cela, écrivons, pour toute fonction ¢ €
L*([0,1], R),

/0 o(5)gn(s)ds = / (5) o (3)ds + / () (gn(s) — hn(s)) ds. (5.4)
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D’aprés les hypothéses, la fonction f est globalement lipschitzienne en = sur [0, 7] x B(0,b) x €,
et donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe une constante C' > 0 telle que, pour
presque tout s € [0, 1],

l1gn(8) = hn(8)]| < Cllzza(s) = 2(s)]]-
La suite de fonctions (z,,) converge simplement vers xz(-), donc d’aprés le théoréme de convergence
dominée,

/()@(S)(gn(S)—hn(S))ds — 0.

n—-+oo

Finalement en passant a la limite dans (5.4), il vient

[ etsiateras = [ etomisyas,

pour toute fonction ¢ € L2([0,1],IR), et par conséquent g = h presque partout sur [0, .
En particulier g € V, et donc pour presque tout s € [0,¢] il existe u(s) € Q tel que

9(s) = f(s,2(s), u(s))-

En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure (notons que g € L*([0,¢], R"),
on peut montrer que application u(-) peut étre choisie mesurable sur [0, 7] (voir [741]).

Ainsi, la trajectoire z(-) est associée sur [0,t] au controle u & valeurs dans 2, et 2(¢) est la limite
des points x,,. Ceci montre la compacité de Accq (o, t).

Il reste & établir la continuité par rapport & t de ’ensemble accessible. Soient ¢1,t5 deux réels
tels que 0 < t1 < to < T, et 25 un point de Accq(zp,t2). Par définition il existe un controle u &
valeurs dans (2, de trajectoire associée z(-), tel que

xo = x(te) = xp + ; i Ft,x(t), u(t))dt.

Il est bien clair que le point

x1 =x(t1) = a0+ ; 1 ft,z(t),u(t))dt

appartient & Accq(xo,t1), et de plus d’apres les hypothéses sur f on a
||$2 — £L'1|| < Cltg — tll-
On conclut alors facilement. O

Remarque 5.2.1. L’hypothése (5.2) est indispensable, elle n’est pas une conséquence des autres
hypothéses. En effet considérons de nouveau le systéme de la remarque 5.1.1, i.e. & = 2°+u, (0) =
0, ott on suppose que |u| < 1 et que le temps final est 7= . Alors pour tout contrdle u constant
égal & ¢, avec 0 < ¢ < 1, la trajectoire associée est x.(t) = y/ctan/ct, donc est bien définie sur
[0, T'], mais lorsque ¢ tend vers 1 alors x.(T) tend vers +o0o. Par ailleurs il est facile de voir que sur
cet exemple 'ensemble des controles admissibles, a valeurs dans [—1, 1], est 'ensemble des fonctions

mesurables telles que u(t) € [-1,1[.

Remarque 5.2.2. De méme, 'hypothése de convexité (5.3) est nécessaire (voir [52, Exemple 2 page
244)).
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5.2.2 Reésultats de controélabilité

Définition 5.2.2. Le systéme (4.28) est dit globalement controlable (en temps quelconque) depuis
xo Si
]Rn = U ACCQ(Io, T)
T>0
11 est dit globalement controlable en temps T depuis xo si R" = Accq(zo, T).

On parle par ailleurs de controlabilité locale, lorsque ces propriétés sont locales autour d’un
point : le systéme est localement contrélable en temps T depuis xp autour du point x1 si z
appartient a 'intérieur de ensemble Accq(xo,T).

De nombreuses autres variantes de définitions sont possibles.

Par des arguments du type théoréme des fonctions implicites, ’étude de la contrélabilité du
systéme linéarisé (qui est plus simple), permet de déduire des résultats de controlabilité locale du
systéme de départ (voir [13, 52]). Par exemple on déduit du théoréme de controlabilité dans le cas
linéaire la proposition suivante.

Proposition 5.2.2. Considérons le systéme (4.28) ot f(xo,uo) = 0. Notons A = %(zo,uo) et
B= %(mo,uo). On suppose que

rg (B|AB|---|A"'B) = n.

Alors le systéme est localement controlable en xo, en temps T > 0 quelconque.

FIGURE 5.1 — Pendule inversé.

Exemple 5.2.1 (Pendule inversé). Considérons un pendule inversé, de masse m, fixé & un cha-
riot de masse M dont on controle I'accélération u(t) (voir figure 5.1). Ecrivons les équations du
mouvement en utilisant les équations d’Euler-Lagrange. L’énergie cinétique et 1’énergie potentielle
sont

1 .. 1 . .
E.= §M§2 =+ Em(fg + (), By = mgGa.

Par ailleurs, on a (3 =lcosf et &2 = £ + [sinf. Donc le Lagrangien du systéme est

1 . .. 1 .
L=E.—E,= §(M +m)E% + ml&h cos O + 5m1292 — mgl cos 6.
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D’aprés les équations d’Euler-Lagrange,
d oL 0L
Hor - o + Fext,

on obtient . . )
{ (M +m)& 4 milf cos 6 — mlf?sin 6 = u,

mlécos@ + ml?6 — mglsiné = 0,

s ml6? sinf — mg cosOsinf + u
&= M + msin® 6 ’
—mlf?sin 0 cos 0 + (M +m)gsin 6 — ucosf
I(M + msin® 0) '
On établit facilement que le systéme linéarisé au point d’équilibre (£ = £, £=0,0=0,0 = 0) est
donné par les matrices

é:

0 1 0 0 0

0 0 — g 0 L1

_ M _ M
A= 0 0 0 E et B = 0
M+m 1
0 0 ( M E 0 T IM

On vérifie aisément la condition de Kalman, ce qui établit que le pendule inversé est localement
controlable en ce point d’équilibre (instable).

Le théoréme de Chow relie la contrélabilité a des propriétés de crochets de Lie du systéme. On
a par exemple la conséquence suivante sur les systémes dits sous-Riemanniens.

Proposition 5.2.3. Considérons dans IR" le systéme sous-Riemannien lisse
m
T = Zulfz(x) , x(0) = zo.
i=1

On suppose que = IR™, et on suppose que l’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs
fi est de dimension n. Alors le systéme est globalement contrélable (en temps quelconque et depuis
un point initial quelconque).

Démonstration. Pour simplifier, faisons la démonstration dans le cas m = 2 et n = 3. On suppose
que rg(f1, f2, [f1, f2])(x) = 3, Va € R". Soit A € R. On considére 'application

@x : (t1,t2,t3) — (exp Af1 exptsfaexp — Af1)(exptafa)(expti fi)(xo).

On a ¢ (0) = 9. Montrons que pour A # 0 assez petit, ¢ est une immersion en 0. En utilisant la
formule de Campbell-Hausdorff, on obtient

oalt1, ta, t3) = exp(tifi + (t2 + t3) fo + M3[f1, fo] + ...),

d’ou

dpy 0P Opx

Z22(0) = filwo)s S0) = falwo), S2(0) = falao) + Alfi, fal(wo) +0(A).

8t1 8t2 8153
Par hypotheése, les champs de vecteurs f1, f2, [f1, f2] sont linéairement indépendants, donc la ja-
cobienne de ¢, est de rang 3 en 0. Le théoréeme d’inversion locale et un argument de connexité

nous permettent de conclure. O

Remarque 5.2.3. En général, le probléme de controlabilité est difficile. Il est lié & la question de
savoir quand un semi-groupe opére transitivement. Il existe cependant des techniques pour montrer,
dans certains cas, la controlabilité globale. L’une d’entre elles, importante, s’appelle la technique
d’élargissement (voir [13, 43]).
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5.3 Controles singuliers

5.3.1 Définition

Définition 5.3.1. Soit u un controle défini sur [0, 7] tel que sa trajectoire associée z,, issue de
x(0) = g est définie sur [0, T]. On dit que le controle u (ou la trajectoire x,,) est singulier sur [0, 7]
si la différentielle de Fréchet dEp(u) de 'application entrée-sortie au point u n’est pas surjective.
Sinon on dit qu’il est régulier.

Dans les résultats ci-dessous on suppose que les controles considérés sont a 'intérieur de 1’en-
semble des controles admissibles, sans quoi ’argument de fonctions implicites classique ne pourrait
s’appliquer a cause de I’existence d'un bord.

Proposition 5.3.1. Soient xg et T fixés. Si u est un contréle régulier appartenant & lintérieur
de L>([0,T],Q), alors Er est ouverte dans un voisinage de u.

Démonstration. Par hypothése, il existe n contrdles v; tels que dEp(u).v; = e; ou (e1,...,e,) est
la base canonique de R"™. On considére application

n
My An) ER™ — Ep(u+ > Awy).
i=1
Par construction, c’est un difféeomorphisme local, et le résultat s’ensuit. O

Autrement dit en un point z; atteignable en temps T' depuis xy par une trajectoire réguliére
x(+), Pensemble accessible Accq(x,T) est localement ouvert, i.e. est un voisinage du point x;. En
particulier cela implique que le systéme est localement contrélable autour du point x1. On parle
aussi de contrélabilité le long de la trajectoire x(-). On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 5.3.2. Siu est un controle régulier sur [0,T)], alors le systéme est localement contro-
lable le long de la trajectoire associée a ce controle.

Remarque 5.3.1. Le systéme peut étre localement contrélable le long d’une trajectoire singuliére.
C’est le cas du systéme scalaire # = u>, oti le contrdle u = 0 est singulier.

5.3.2 Caractérisation hamiltonienne des controles singuliers

Montrons qu'une trajectoire singuliére peut se paramétrer comme la projection d’une solution
d’un systéme hamiltonien contraint. Considérons de nouveau le systéme de controle général

a(t) = f(t,x(t),u(t)), (5.5)
ol f est une application de classe C* de R*" ™™ dans R".
Définition 5.3.2. Le Hamiltonien du systéme (5.5) est la fonction

H:RxR"x (R"\{0}) x R" — R
(t,z,p,u) — H(t,z,p,u) = (p f(t,z,u))

ot (, ) est le produit scalaire usuel de R".

Remarque 5.3.2. 11 est souvent commode de considérer p comme un vecteur ligne, et alors avec des
notations matricielles on peut écrire

H(t,z,p,u) = pf(t,z,u).
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Nous ferons toujours par la suite cette confusion, et le vecteur adjoint sera tantot un vecteur
ligne, tantdt un vecteur colonne, pour alléger les notations. Nous laissons au lecteur le soin de
s’accommoder de cette volontaire ambiguité.

Proposition 5.3.3. Soit u un controle singulier sur [0,T] pour le systéme de contréle (5.5),
et soit x(-) la trajectoire singuliere associée. Alors il existe une application absolument continue
p:[0,T] — R™\ {0}, appelée vecteur adjoint, telle que les équations suivantes sont vérifiées pour
presque tout t € [0,T]

0H

() = S (6,2(0).p(0), (), (5:6)
5(0) = =52 (1,200, (0, ), 6.7
O s al0), (0 u(0) =0, 5:5)

ou H est le hamiltonien du systéme.

L’équation (5.8) est appelée équation de contrainte.

Démonstration. Par définition, le couple (z,u) est singulier sur [0, 7] si dEp(u) n’est pas surjective.
Donc il existe un vecteur ligne ¢ € R™ \ {0} tel que pour tout controle v dans L on ait

T
V.dEr(u).v = w/ M(T)M (s) *B(s)v(s)ds =0
0
Par conséquent
YM(T)M(s)"*B(s) =0 p.p. sur [0,T].

On pose p(t) = M (T)M (t)~! pour tout ¢t € [0, T]. C’est un vecteur ligne de R™\ {0}, et p(T') = 1.
On a par dérivation

. of

B(t) = —p(t) 5~ (8 2(t), u(t)).
En introduisant le Hamiltonien H(t,z,p,u) = pf(t,x,u), on obtient

£t (), u(t) = %—f(t,x@),p(w,u(ﬂ),

et
D)L 1, 2(0), 1)) = ~ T (1, (0), p(8), ().
La derniére relation vient de p(t)B(t) = 0 car B(t) = %(t, x(t), u(t)). O

Remarque 5.3.3 (Interprétation géométrique du vecteur adjoint). Si u est un controle singulier sur
[0, T alors u est aussi singulier sur [0, ¢] pour tout ¢ €]0,T], et de plus p(¢) est orthogonal a I'image
de I'application linéaire dF;(u). En particulier Im dE;(u) est un sous-espace de R™ de codimension
supérieure ou égale a 1.

En effet, on a pour tout contréle v € L>°([0,¢],IR™)
t
p(t)dE(u).v = p(t)M(t)/ M (s)"*B(s)v(s)ds,
0
or p(t) =M (T)M(t)~*, d’ott en prolongeant v(s) par 0 sur J¢, T,

T
p(t)dE(u).v = 1/1M(T)/0 M(s) ' B(s)v(s)ds = dEr(u).v = 0.
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Remarque 5.3.4. La proposition 5.3.3 et les remarques précédentes sont les prémisses du principe
du maximum de Pontryagin.

5.3.3 Calcul des controdles singuliers

Considérons un point (tg, o, po, to) appartenant & 'ensemble des contraintes
Y=< (t,z,p,u) e R x R" x R"\ {0} x R™ | 6—(t,:17,p,u) =0y.
u

0*H
6ui6uj
implicites le controle singulier peut se calculer comme une fonction de (¢, x,p) au voisinage de
(t07 Zo, pO)

Si la Hessienne ( > est inversible en ce point, alors d’aprés le théoréme des fonctions
]

Exercice 5.3.1. Calculer les controles singuliers du systéme
t=y+u, y=—x+u

Si le Hamiltonien est linéaire en le contrdle, la méthode consiste & dériver par rapport a ¢ la
contrainte (5.8). Considérons par exemple un systéme affine mono-entrée lisse

& = fo(x) +ufi(x).

Il convient d’utiliser le formalisme Hamiltonien. Posons h;(z,p) = (p, fi(x)),i = 0,1, et 2(t) =
(2(t),p(t)). En dérivant deux fois la contrainte on obtient

Hhi, ho}s ho}(2(8) + w(t){{h1, ho}, hi}(2(t)) = 0,

ou { , } désigne le crochet de Poisson, et on en déduit donc le contrdle singulier pourvu que
{{h1,ho}, h1}(2(t)) ne s’annule pas (voir [16] pour plus de détails).



Chapitre 6

Controle optimal

6.1 Présentation du probléme

Maintenant, en plus d’'un probléme de controéle, on se donne un probléme de minimisation :
parmi toutes les solutions du systéme (4.28) reliant x¢ & z1, trouver une trajectoire qui minimise
une certaine fonction codt C(T,u). Une telle trajectoire, si elle existe, est dite optimale pour ce
cofit. Lexistence de trajectoires optimales dépend de la régularité du systéme et du cotit (pour un
énoncé général, voir [13, 43, 52]). Il se peut aussi qu’un controle optimal n’existe pas dans la classe
de controles considérés, mais existe dans un espace plus gros : c’est le phénoméne de Lavrentiev
(voir [62]). En particulier on a intérét a travailler dans un espace de contrdles complet et qui ait
de bonnes propriétés de compacité.

6.2 Existence de trajectoires optimales

6.2.1 Pour des systémes généraux
Théoréme 6.2.1. Considérons le systéme de controle
x(t) = f(t,x(t),u(t)),

ot f est O de R*™™ dans IR", les controles u sont a valeurs dans un compact Q@ C IR™, et ou
éventuellement on a des contraintes sur l’état

c(t,z(t)) <0,..., e (8 z(t)) <0,

ot c1,...c. sont des fonctions continues sur IR x IR". Soient My et My deuzx compacts de IR" tels
que M est accessible depuis My. Soit U 'ensemble des contriles a valeurs dans € joignant My a
M. Soient f° une fonction de classe C' sur R et g une fonction continue sur IR x IR".
On considere le codt

t(u)
Cu) = / £t 2 (8), u(t))d -+ g(t(ae), 2(t(w),

ot t(u) = 0 est tel que x(t(u)) € My. On suppose que
— il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un controle u € U est uniformé-
ment bornée par b sur [0,t(u)], ainsi que le temps t(u), i.e. ,

>0 Vueld Vtel0,twu) tu)+|z.(t)] <b, (6.1)
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— pour tout (t,x) € R'"™, I’ensemble

Vit z) = { (foé(zxu;‘i 7) [uen, > o} (6.2)

est conveze.
Alors il existe un controle optimal w sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée joint My o My en
temps t(u) et en codt minimal.

Bien entendu pour un probléme de controle optimal & temps final fixé on impose t(u) = T (et
en particulier on suppose que la cible M; est accessible depuis My en temps 7T').

La preuve de ce théoréme est semblable a celle du théoréme 5.2.1. La prise en compte de
contraintes sur I’état ne pose aucun probléme. Notons que 'hypothése (6.2) implique la convexité
de I’ensemble des vecteurs vitesses, et aussi (terme v > 0) une propriété de convexité d’épigraphe.

Nous donnons tout de méme cette preuve ci-dessous.

Remarque 6.2.1. On peut montrer un résultat plus général ou I’ensemble de départ M et la cible
M, dépendent du temps ¢, ainsi que le domaine des contraintes 2 sur le controle (voir [52]).

Démonstration. Soit 0 l'infimum des coiits C(u) sur ensemble des controles admissibles u €
L>([0,t(u)],?) engendrant des trajectoires telles que z(0) € My, x(t(u)) € My et vérifiant les
contraintes sur ’état ¢;(-,z(-)) < 0,i=1,...,r.

Considérons une suite minimisante de trajectoires x,(-) associées a des controles u,,, ¢’est-a-dire
une suite de trajectoires vérifiant ces propriétés et telle que C(u,) — § quand n — +oo. Pour tout

o= (M) - (56)

pour presque tout ¢ € [0, t(u,)]. D’apres les hypothéses, la suite de fonctions (Fy,(-))nen (étendues
par 0 sur |¢,,(u), b]) est bornée dans L*°([0, b], R™), et par conséquent a sous-suite prés elle converge

vers une fonction
70 = ()

pour la topologie faible étoile de L>°([0, b], R™). A sous-suite prés de méme la suite (£, (t,))nen
converge vers T > 0, et on a F(t) = 0 pour t €]T,b]. Enfin, par compacité de My, & sous-suite prés
la suite (x,(0))n,en converge vers un point o € My. Posons alors, pour tout ¢ € [0, 7],

¢
z(t) =z + / F(s)ds,
0
ce qui construit une fonction z(-) absolument continue sur [0, 7). De plus on a, pour tout ¢ € [0, 7],

i (1) = (1),
i.e. la suite de fonctions (2, (:))nen converge simplement vers x(-). Comme dans la preuve du
théoréme 5.2.1, le but est de montrer que la trajectoire x(-) est associée a un controle u a valeurs
dans €2, et que de plus ce controle u est optimal pour le probléme considéré.

Pour tout entier n et presque tout ¢ € [0, #(u,)], on pose

i Flt,z(t), un(t))
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Si T > t(uy), on étend h,, sur [0, 7] par

7 f(tvx(t)vv)
() = (f%,x(t),v)) ’

ou v € Q est quelconque. Par ailleurs, on définit
8 = max{|f2(t, z,u)| | 0 <t <b, 2] <b, ue Q)

Comme  est compact, 8 > 0 est bien défini. Pour tout (¢, ) € R'*™, on modifie alors légerement
la définition de V (¢, 2) pour le rendre compact (tout en le gardant convexe), en posant

= { () [0 <)

On définit alors

V = {h(:) € L*([0,T], R™) | h(t) € V5(t, 2(t)) pour presque tout t € [0,T]}.

Par construction, on a h, €V pour tout entier n.

Lemme 6.2.2. L’ensemble V est conveze fermé fort dans L*([0,T], R™*).

Preuve du lemme 6.2.2. Montrons que f/fzst convexe. Soient 71,7 € f), et A € [0, 1]. Par définition,
pour presque tout ¢ € [0,7] on a 71(t) € Va(t,x(t)) et 72(t) € Va(t, z(t)), or Va(t, x(t)) est convexe
done A1 (t) 4 (1 — A)7a(t) € Va(t, z(t)). Donc Ay + (1 — )7 € V.

Montrons que V est fermé fort dans L?([0, 7], R™). Soit (77 )nen une suite de V convergeant vers
7 pour la topologie forte de L([0,T],R"). Montrons que 7 € V. A sous-suite prés, (7, )nen converge
presque partout vers 7, or par définition, pour presque tout ¢ € [0,7] on a 7, (t) € Va(t,z(t)), et
Vis(t, z(t)) est compact, donc 7#(t) € Vj(t, x(t)) pour presque tout ¢ € [0, T]. O

L’ensemble V est donc aussi convexe fermé faible dans L2([0,T],IR™™). La suite de fonctions
(hn)nen étant bornée dans L2([0,T],IR™™), a sous-suite prés elle converge faiblement vers une
fonction h, qui appartient & V puisque ce sous-ensemble est fermé faible.

Montrons que F' = h presque partout. Pour cela, écrivons, pour toute fonction ¢ € L2([0,T)),

T

/O U (0 E (1) di = /0 C o (t) dt + /0 o) (Fult) = () . (6.3)

D’aprés les hypothéses, les fonctions f et f° sont globalement lipschitziennes en x sur [0,77] x

B(0,b) x Q, et donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe une constante C' > 0
telle que, pour presque tout ¢ € [0, 7], on ait

1E () = R ()] < Cllan(t) — 2 (1))

La suite de fonctions (z,(+))nen converge simplement vers x(-), donc d’apreés le théoréme de conver-
gence dominée,

n—-+oo

/0 TW) (Fn(t)_ﬁn(t)) dt — 0.

Finalement en passant a la limite dans (6.3), il vient

T B T N
/ SO F (1) dt = / SR dt,
0 0
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pour toute fonction ¢ € L*([0,T7]), et par conséquent F = h presque partout sur [0, 7.
En particulier, F' € V, et donc pour presque tout ¢ € [0,7] il existe u(t) € Q et y(¢t) > 0 tels

que
. f(t,x(t), u(t))
F(t) = (fo(t,x(t),u(t)) + ”Y(ﬂ) '

En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure (notons que F' € L°([0, T], R"),
les fonctions u(-) et () peuvent de plus étre choisies mesurables sur [0, 7] (voir [74]).

Il reste & montrer que le controle u ainsi défini est optimal pour le probléme considéré. Tout
d’abord, comme (¢, (u,)) € M;, par compacité de My et d’apreés les propriétés de convergence
montrées précédemment, on obtient z(7T") € M;. De méme, clairement on obtient ¢; (-, z(+)) < 0,7 =
1,...,r. Par ailleurs, par définition C(u,,) converge vers §, et d’apreés les propriétés de convergence
démontrées ci-dessus, C'(u,,) converge aussi vers fOT(fO(t, x(t), u(t))+~(t)) dt+g(T,x(T)). Comme
v est a valeurs positives, cela implique donc que

T
/0 £t 2 (8), u(t)) dt + g(T, 2(T))

T
< / (POt x(), u(t)) +1(8)) dt + g(T, x(T)) < C(v),

pour tout controle v admissible qui engendre une trajectoire reliant My a M; et vérifiant les
différentes contraintes. Autrement dit, le controle u est optimal. Notons d’ailleurs que la fonction
v est forcément nulle. O

6.2.2 Pour des systémes affines

Le résultat précédent suppose des contraintes sur le controle. En I’absence de contraintes, on
a par exemple, pour les systémes affines, le résultat suivant (des résultats plus généraux existent,
voir par exemple [30]).

Proposition 6.2.3. Considérons le systéeme affine dans IR"
&= folx)+ Y _uifi(x) , 2(0) =0, 2(T) = z1, (6.4)
i=1

avec le cotit

Cr(u) = /O > o, (6.5)

ot T > 0 est firé et la classe U des controles admissibles est le sous-ensemble de L?([0,T], R™) tel
que

1. Yueld w, est bien définie sur [0,T];

2. 3Br |[YuelU Vtel[0,T] ||lz.(t)|| < Br.
Si x1 est accessible depuis xo en temps T, alors il existe un controle optimal reliant xo & x1.

Démonstration. Considérons une suite de controles (ugn) (t))nen transférant xo en x4, telle que leur

colt tend vers la borne inférieure des coiits des controles reliant g a x1. Soit z(™ la trajectoire

associée au controle (™, i.e.

T m
o) a0+ [ (fo<x<"> () + > " () fi(a™ <t>>> dt.
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(n)

Les u;"” sont bornés dans L%([0,7],IR™), et par compacité faible,

Anpren | ui™ = v € L2([0,T),R™).

k—+

Il est par ailleurs facile de voir que la suite #("*) est bornée dans L?([0,7],IR"), et par conséquent
z(") est bornée dans H'([0, T],R"™), et par réflexivité,

I, pen | 2™ Lo e HY([0, 7], R™)

[¢ ife ¢ t o . N
Or H* < €0 | done g(mep) MM, o sur [0,77]. On conclut alors aisément par passage a la

limite que
o) =a0+ [ <fo(x(t)) + _vat)fi(x(t))) at

et que z(T) = 1. O
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Chapitre 7

Principe du Maximum de Pontryagin

Dans cette section on donne une version générale du principe du maximum de Pontryagin. Ce
théoréeme est difficile & démontrer. En revanche lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle, la
preuve est simple, et on arrive au principe du maximum dit faible. C’est & cette version plus simple
que nous allons d’abord nous intéresser. Puis nous passerons au cas général.

7.1 Cas sans contrainte sur le contréle : principe du maxi-
mum faible

7.1.1 Le probléme de Lagrange

Ce probleme simplifié est le suivant. On cherche des conditions nécessaires d’optimalité pour le
systéme

‘T(t) = f(tv ‘T(t)v u(t))v (7'1)

ot les controles u(-) € U sont définis sur [0, 7] et les trajectoires associées doivent vérifier z(0) = o
et (T) = x1 ; le probléme est de minimiser un cott de la forme

T
C(u) = /O FO>t, 2(t), u(t))dt, (7.2)

ou T est fixé.
Associons au systéme (7.1) le systéme augmenté suivant

(1) = (1. 2(1), u(t). (r3)
et notons & = (x,2°), f = (f, f°). Le probléme revient donc & chercher une trajectoire solution
de (7.3) joignant les points 7o = (79,0) et 1 = (z1,2°(T)), et minimisant la derniére coordonnée
20(T).

L’ensemble des états accessibles a partir de & pour le systéme (7.3) est Accrm(Zo,T) =
U Z(T, Zo, u).
u(-)

Le lemme crucial est alors le suivant.

Lemme 7.1.1. Sile controle u associé au systéme de controle (7.1) est optimal pour le codt (7.2),
alors il est singulier sur [0,T] pour le systéme augmenté (7.3).
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Démonstration. Notons Z la trajectoire associée, solution du systéme augmenté (7.3), issue de
Zo = (20,0). Le controdle u étant optimal pour le cotit (7.2), il en résulte que le point Z(7T) appartient
a la frontiere de I'ensemble Accgrm (Zo,T) (voir figure 7.1). En effet sinon, il existerait un voisinage
du point Z(T) = (z1,2°(T)) dans Accgm (Z0, T) contenant un point (T solution du systéme (7.3)
et tel que l'on ait y°(T) < 2°(T), ce qui contredirait 'optimalité du controle u. Par conséquent,
d’aprés la proposition 5.3.1, le controle u est un controle singulier pour le systéme augmenté (7.3)
sur [0, T7. O

Azc(fo, T)

T x

FIGURE 7.1 — Ensemble accessible augmenté.

Dans la situation du lemme, d’apreés la proposition 5.3.3, il existe une application p : [0,T] —
R™\ {0} telle que (Z, 7, @) soit solution du systéme hamiltonien

i'(t) = Fﬁ(tvj(t)vﬁ(t)vu(t))u ﬁ(t) = _%(tvi’(t)aﬁ(t)vu(t))v (7.4)
O 3(0),5(0) (1) =0 (1.5)

ou H(t,#,p,u) = (b, f(t,7,u)).
En écrivant p = (p,p°) € (R™ x R) \ {0}, ott p" est appelée variable duale du cofit, on obtient

of
. .0 _ 0 %
(»,p") (p,p") ,

of°

Or

d’ott en particulier p°(t) = 0, c’est-a-dire que p°(¢) est constant sur [0,7]. Comme le vecteur p(t)
est défini a scalaire multiplicatif prés, on choisit p° < 0. Par ailleurs, H = (p, f(t,z,u)) = pf +p°f,
donc ~ .

0H 0 0

— —0= p_f 4 poi

ou

ou ou
Finalement on a obtenu ’énoncé suivant.

Théoréme 7.1.2 (Principe du maximum faible). Si le controle u associé au systéme de controle
(7.1) est optimal pour le codt (7.2), alors il existe une application p(-) absolument continue sur
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[0,T], a valeurs dans IR", appelée vecteur adjoint, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) est
non trivial, et les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout t € [0,T)

0H

1) = S (t0(0) p(0). £, (D), (7.6
5(0) = =21 0(0), p(1) 2, ), &
O (1), p(0). 9, u(t) = (7.9

ot H est le Hamiltonien associé au systéme (7.1) et au codt (7.2)

H(t,z,p,p° u) = (p, f(t,z,u)) + p° fO(t, x, u). (7.9)

7.1.2 Le probléme de Mayer-Lagrange

On modifie le probléme précédent en introduisant le cotit

C(t,u) = /0 FO(s, (), u(s))ds + g(t, z. (1)), (7.10)

et ou le temps final ¢ n’est pas fixé. Soit M7 une variété de R". Le probléme de controle optimal
est alors de déterminer une trajectoire solution de

2(t) = f(t,2(t), u(t), 2(0) = w0,

ou les controles u(-) sont dans I’ensemble U des controles admissibles sur [0, t(u)[, telle que (T') €
M, et de plus z(+) minimise sur [0, 7] le cotit (7.10).
Supposons que la variété My est donnée par

M, ={x e R" | F(z) =0},

ot F est une fonction de classe C! de R" dans R” (submersive donc, puisque M; est une variété).
En écrivant F = (Fy, ..., F,) ou les fonctions F; sont a valeurs réelles, il vient

Mi={zeR"| Fi(z) == F,(z) =0},
et de plus l'espace tangent & M; en un point x € M; est
T, My ={veR" | VF(z)v=0,i=1,...,p}.
Introduisons alors I'application
h(t,u) = (F o E(t,u),C(t,u)).

Remarque 7.1.1. L’application h n’est pas forcément différentiable au sens de Fréchet. Cela dépend
en effet de la régularité du contréle u. Si par exemple u est continu en ¢, alors

oE

E(t’u) = f(t,z(t),u(t)).

Dans les calculs qui suivent, on oublie cette difficulté et on suppose que h est différentiable.

Le fait suivant est une conséquence immédiate du théoréme des fonctions implicites.
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Lemme 7.1.3. Si un contréle u est optimal sur [0,T] alors Uapplication h n’est pas submersive
au point (T, w).

Par conséquent dans ce cas I'application dh(T',u) n’est pas surjective, et donc il existe un vecteur
non trivial ¢, = (¥1,9°) € R" x R qui est orthogonal dans R”™" & Im dh(T,u), i.e.

Urdh(T,u) = 0.

Ceci implique les deux égalités au point (T, u)

wlgFoEera—c =0, (7.11)
b 2lFoE+ U C (7.12)
ou ou

Posons
Co(t,u):/O fo(s,:zru(s),u(s))ds,

de sorte que
C(t,u) = Co(t,u) + g(t, zu(t)) = Co(t, u) + g(t, E(t, u)).
O = fOet 22 = f,

Avec cette notation il vient, compte-tenu de

80

0

A

et
oC  0C, 0gOFE

u " o oo
au point (7, u). En reportant dans les relations (7.11) et (7.12) on obtient

0
Bf 00+ 5D =0, (7.13)
BE ¢0 BCO o, (7.14)
au point (7, u), ot par définition
0
)= . VF + 9022
Ox
En particulier si on pose 91 = (A1,...,)p), on obtient ¢1.VF =>" N\, VF,.

Remarque 7.1.2. Si on envisage le probléme de Mayer-Lagrange a temps final fixé T, alors on
considére le cotit

T
W= [ () uls)ds + (D))
Le raisonnement précédent est quasiment inchangé, sauf que ’on raisonne sur ’application a temps
fixe T
hr(u) = (F o Ex(u), Cp(u)),
et on obtient de méme la relation (7.14). En revanche on n’a plus 'équation (7.13).
Ainsi I'équation (7.13) traduit-elle le fait que le temps final n’est pas fixé.

Remarque 7.1.3. Larelation (7.14) affirme exactement que le controle u est singulier sur [0, T'] pour
le systéme & = f(t,z,u) affecté du cotit Cp(u). Autrement dit on s’est ramené a un probléme de
Lagrange a temps non fixé.
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En particulier en appliquant la proposition 5.3.3, on obtient, similairement au paragraphe pré-
cédent, le résultat suivant.

Théoréme 7.1.4 (Principe du Maximum faible, cas de Mayer-Lagrange). Si le controle u est
optimal sur [0,T] alors il existe une application p : [0,T] — IR™ \ {0} absolument continue, et un
réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) est non trivial, et

. 0OH ) OH
‘T(t) = 8—p(t,:v(t),p(t),p0,u(t)), p(t) = —%(t,x(t),p(t),po,u(t)), (7'15)
OH
ou
O/L‘L H(t7x7p,p0,u) - <p, f(t7'r7u)> +p0f0(t7'r7u)'
Si de plus la cible My est une sous-variété de R" alors il existe des réels A1,...,\,, tels que
Uon ait au point final (T, x1)
P
dg
T) — NVE +p° =2, 7.17
1) = NVE 5] (7.17)

De plus si le temps final n’est pas fixé dans le probléme de controle optimal, et si u est continu
au temps T, alors on a au temps final T

HT,2(T),p(T), 1, () =~ 92 (T, (1)),

7.2 Principe du maximum de Pontryagin

La version forte suivante, beaucoup plus difficile & montrer, du théoréme précédent (voir [60]
pour une démonstration, voir aussi [13, 39, 52]), prend en compte les contraintes sur le controle,
et affirme que cet extremum est un maximum. On a 1’énoncé général suivant.

7.2.1 Enoncé général

Théoréme 7.2.1. On considére le systéme de controle dans IR™

z(t) = f(t,x(t), u(t)), (7.18)

ot f: Rx R" x R™ — R" est de classe C' et ou les controles sont des applications mesurables
et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de R™ et a valeurs dans Q C IR™. Soient My et M,
deux sous-ensembles de IR"™. On note U ’ensemble des controles admissibles u dont les trajectoires
associées relient un point initial de My & un point final de My en temps t(u) < te(u).

Par ailleurs on définit le codt d’un contréle u sur [0, t]

C(t,u) = / £0(s, 2(s), u(s))ds + g(t, 2(t)),

ot fOrRx R"x R" — R etg: Rx R"— IR sont C', et z(-) est la trajectoire solution de
(7.18) associée au controle u.

On considére le probléme de controle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant My a
My et minimisant le cott. Le temps final peut étre fizé ou non.
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Si le controle w € U associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T], alors il existe une
application p(-) : [0,T] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint, et un réel p° < 0, tels
que le couple (p(-),p°) est non trivial, et tels que, pour presque tout t € [0,T],

i(t) = %—f(t,x@),p(t),po,u(t)),

50 = =S 1,200, (0,5, ),

(7.19)

ou H(t,x,p,p% u) = (p, f(t,z,u))+p° fO(t, x,u) est le Hamiltonien du systéme, et on a la condition
de mazimisation presque partout sur [0, T

H{(t2(t), p(t), p°, u(t)) = max H(t, z(t), p(t),p", v). (7.20)

Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fixé, on a la condition au temps final

T

0
max H (T, z(T),p(T),p",v) = —po—g(T,x(T)). (7.21)
vES ot
Si de plus My et My (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés de R" ayant des
espaces tangents en x(0) € My et x(T) € My, alors le vecteur adjoint peut étre construit de
maniére o vérifier les conditions de transversalité aux deux extrémités (ou juste l'une des deux)

p(0) L Ty0yMo (7.22)
et
099
p(T) = p 5 (T, 2(T)) L ToeryM. (7.23)

Remarque 7.2.1. Si le controle u est continu au temps 7', la condition (7.21) peut s’écrire

H(T,x(T),p(T),p°, w(T)) = —pO%(Tvx(T))- (7.24)

Remarque 7.2.2. Si la variété M, s’écrit sous la forme
Miy={zeR"| Fi(z)=---= F,(z) =0},

ott les F; sont des fonctions de classe C! sur R" (indépendantes puisque M; est une variété), alors
la condition (7.23) se met sous la forme

W, N ER | P(T) = ; A VF;(z(T)) —l—pO%(T,x(T)). (7.25)

Remarque 7.2.3. Dans les conditions du théoréme, on a de plus pour presque tout ¢t € [0, 7]

oH

S H(w(0) p(0), %, (1) = L (1, w(0),pl0), 1 (). (7.26)

En particulier si le systéme augmenté est autonome, i.e. si f et f° ne dépendent pas de t, alors H
ne dépend pas de t, et on a

vVt € [0,T] max H (x(t),p(t),p°, v) = Cste.
ve

Notons que cette égalité est alors valable partout sur [0, 7] (en effet cette fonction de ¢ est lipschit-
zienne).
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Remarque 7.2.4. La convention p° < 0 conduit au principe du mazimum. La convention p® > 0
conduirait au principe du minimum, i.e. la condition (7.20) serait une condition de minimum.

Remarque 7.2.5. Dans le cas ou Q = IR™, i.e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle,
la condition de maximum (7.20) devient %—ZI = 0, et on retrouve le principe du maximum faible
(théoréme 7.1.2).

Définition 7.2.1. Une extrémale du probléme de controle optimal est un quadruplet (z(-), p(+), p*, u(+))
solution des équations (7.19) et (7.20). Si po = 0, on dit que I'extrémale est anormale, et si p° # 0
Iextrémale est dite normale.

Remarque 7.2.6. Lorsque Q2 = IR™, i.e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le contrdle, alors la
trajectoire x(-), associée au controle u(-), est une trajectoire singuliére du systéme (7.1), si et
seulement si elle est projection d’une extrémale anormale (z(-),p(+),0,u(-)).

Ceci résulte en effet de la caractérisation hamiltonienne des trajectoires singuliéres, cf proposi-
tion 5.3.3. Remarquons que puisque p’ = 0, ces trajectoires ne dépendent pas du coiit. Elles sont
intrinséques au systéme. Le fait qu’elles puissent pourtant étre optimales s’explique de la maniére
suivante : en général, une trajectoire singuliére a une propriété de rigidité, i.e. c’est la seule tra-
jectoire joignant ses extrémités, et donc en particulier elle est optimale, ceci indépendamment du
critére d’optimisation choisi.

Ce lien entre extrémales anormales et trajectoires singuliéres, pour @ = IR, montre bien la
difficulté liée a 'existence éventuelle de telles trajectoires.

Définition 7.2.2. Les conditions (7.22) et (7.23) sont appelées conditions de transversalité sur
le vecteur adjoint. La condition (7.21) est appelée condition de transversalité sur le Hamiltonien.
Elles sont ici écrites de maniére trés générale, et dans les deux paragraphes suivants nous allons
les réécrire dans des cas plus simples.

Remarque 7.2.7. Le probléme important du temps minimal correspond a f° =1 et g = 0, ou bien
a fO=0et g(t,r) = t. Dans les deux cas les conditions de transversalité obtenues sont bien les
meémes.

Remarque 7.2.8. Il existe des versions plus générales du principe du maximum, pour des dyna-
miques non lisses ou hybrides (voir par exemple [22, 69, 70] et leurs références, voir aussi plus loin
pour le principe du maximum avec contraintes sur 1'état).

7.2.2 Conditions de transversalité
Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint

Dans ce paragraphe le temps final pour atteindre la cible peut étre fixé ou non. Réécrivons les
conditions (7.22) et (7.23) dans les deux cas importants suivants.

— Probléme de Lagrange. Dans ce cas le coiit s’écrit

C(t,u) = / £0(s,2(s), u(s))ds,

i.e. g = 0. Les conditions de transversalité (7.22) et (7.23) sur le vecteur adjoint s’écrivent
alors
p(0) L TooyMo, p(T) L To(r)Mi. (7.27)

Remarque 7.2.9. Si par exemple My = {z0}, la condition (7.22) devient vide. Si au contraire
My =TR", i.e. si le point initial n’est pas fixé, on obtient p(0) = 0.

De méme, si M; = R", on obtient p(T) = 0. Autrement dit si le point final est libre alors
le vecteur adjoint au temps final est nul.
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— Probléme de Mayer. Dans ce cas le cotit s’écrit
C(t,u) = g(t, z(t)),

i.e. fO=0. Les conditions de transversalité (7.22) et (7.23) (ou (7.25)) ne se simplifient pas
a priori.

Mais dans le cas particulier important ou M; = R"™, autrement dit le point final x(T) est
libre, la condition (7.23) devient

p(T) = 52 (T, 2(T)), (7.29)

et alors forcément p° # 0 (on prend alors p° = —1). Si de plus g ne dépend pas du temps,
on a coutume d’écrire p(T') = —Vg(z(T)).
Condition de transversalité sur le Hamiltonien

La condition (7.21) n’est valable que si le temps final pour atteindre la cible n’est pas fixé. Dans
ce paragraphe nous nous plagons donc dans ce cas.

La seule simplification notable de cette condition est le cas ou la fonction g ne dépend pas du
temps ¢ (ce qui est vrai par exemple pour un probléme de Lagrange), et la condition de transversalité
(7.21) sur le Hamiltonien devient alors

wma H (T, #(T), p(T), ", 0) = 0, (7.29)

ou encore, si v est continu au temps 7',
H(T,2(T),p(T),p", u(T)) = 0. (7.30)

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final.

Remarque 7.2.10. Si le systéme augmenté est de plus autonome, i.e. si f et f ne dépendent pas
de t, alors d’aprés la remarque 7.2.3 on a le long d’une extrémale

vt e [0,T] maxH(x(t),p(t),p",v) = 0.

Généralisation des conditions de transversalité

Pour écrire les conditions de transversalité associées & un probléme de controle plus général, il
faut écrire les relations adéquates en termes de multiplicateurs de Lagrange.

Par exemple considérons un probléme de Lagrange avec des conditions aux limites mélangées,
i.e. on cherche une trajectoire solution de

&(t) = f(t,x(t), u(t)),
minimisant le cotit .
CT.w = [ Pt uw)
et vérifiant les conditions aux limites
(x(0),2(T)) € M,

ot M est une sous-variété de R" x R"”.
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On peut alors montrer (voir [2]) que dans ce cas les conditions de transversalité (7.22) et (7.23)
sur le vecteur adjoint s’écrivent

(=p(0),p(T)) L Ta(0),2(r))M.

Un cas important de conditions mélangées est le cas des trajectoires périodiques, i.e. z(0) =
x(T) non fixé. Dans ce cas on a

M ={(z,z) [z € R"},

et la condition de transversalité donne

Autrement dit, non seulement la trajectoire est périodique, mais aussi son relévement extrémal.

7.2.3 Contraintes sur ’état

Principe du maximum avec contrainte sur 1’état. Le principe du maximum tel qu’il vient
d’étre énoncé prend en compte des contraintes sur le controle, mais ne prend pas en compte d’éven-
tuelles contraintes sur 1’état. Ce probléme est en effet beaucoup plus difficile. Il existe plusieurs ver-
sions du principe du maximum avec contraintes sur I'état (voir a ce sujet [21, 22, 36, 42, 55, 50]). L
théorie est cependant beaucoup plus compliquée, et nous ne ’abordons pas dans cet ouvrage. Une
différence fondamentale avec le principe du maximum classique est que la présence de contraintes
sur I’état peut rendre le vecteur adjoint discontinu. On rajoute alors des conditions de saut, ou de
jonction.

En fait, lorsqu’il existe des contraintes sur 1’état de la forme ¢;(x) < 0,4 = 1,...,p, ou les
fonctions ¢; : R™ — IR sont de classe O, alors le vecteur adjoint p(-) est solution de 1’équation
intégrale

)=o)+ [ Gha=3 [ S,

ot les 1; sont des mesures positives ou nulles dont le support est contenu dans {t € [0,T] | ¢;(z(t)) =
0}.

Dans la section 7.4, on traite complétement un exemple (simplifi¢) de probléme de controle op-
timal ot apparaissent des contraintes sur 1’état (probléme de rentrée atmosphérique d’une navette).
Cependant on arrive & éviter 'usage d’un principe du maximum avec contraintes.

Méthode de pénalisation. Un moyen simple de manipuler des contraintes sur ’état est de
résoudre un probléme de controle optimal modifié, o, comme dans la théorie LQ, on pondére
cette contrainte, de maniére a la forcer a étre vérifiée. Le principe général de cette méthode est
le suivant. Supposons qu’on veuille imposer a 1’état d’appartenir & un sous-ensemble C C R".
Donnons-nous une fonction g sur R", nulle sur C et strictement positive ailleurs (il faut étre capable
de construire une telle fonction). Alors, en ajoutant au cotut C(t,u) le scalaire )\fOTg(:zz(t))dt, ol
A > 0 est un poids que l'on peut choisir assez grand, on espére que la résolution de ce probléme
de contrdle optimal modifié va forcer la trajectoire a rester dans l’ensemble C. En effet si x(t)
sort de 'ensemble C, et si A est grand, alors le colit correspondant est grand, et probablement la
trajectoire ne sera pas optimale.
La justification théorique de ce procédé réside dans la proposition générale suivante.



100 CHAPITRE 7. PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN

Proposition 7.2.2. Soit (E,d) un espace métrique, C' un sous-ensemble de E, et f une fonction
k-lipschitzienne sur E. Pour tout © € E, posons g(x) = d(z,C). Supposons que la fonction f
restreinte a C' atteint son minimum en xg € C, i.e.

f(wo) = min f(x).

zeC

Alors, pour tout réel A > k, on a
f(@o) + Ag(zo) = min f(z) + Ag(z),

i.e. xg € C' est aussi un point ot f 4+ Ag atteint son minimum sur E. La réciproque est vraie si de
plus A > k et si C' est fermé.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde, et supposons qu’il existe y € E et ¢ > 0 tels que
f) + My, C) < f(zo) — Ae. Soit alors z € E tel que d(y, z) < d(y,C) +¢. On a

f(2) < fy) +kd(y,2) < f(y) + Ad(y, C) + Ae < f(z0),

ce qui est une contradiction.
Pour la réciproque, supposons que A > k et que C est fermé. Soit g € E un point ou f 4+ Ag
atteint son minimum sur E, et soit € > 0. Il existe z € C tel que d(zg, 2) < d(z9,C) +/X. On a

f(2) < f(mo) + kd(z0, 2)

A
xo) + Ad(xo,C) — (A = k)d(z0,C) + ¢

f(
< f(xo) + kd(xo,C) + ﬁs
< f(
< f(z) = (A= k)d(zo,C) + ¢

et donc (A — k)d(zo,C) < e. Le réel € > 0 étant arbitraire, on en déduit que d(zo,C) = 0, et donc
xo € C puisque C est fermé. On conclut que pour tout z € C on a f(z) > f(zo). O

7.3 Exemples et exercices

7.3.1 Controle optimal d’un ressort non linéaire

Reprenons 'exemple, leitmotiv de ce livre, du ressort non linéaire vu en introduction, modélisé
par le systéme de controle

(t) = y(t)
y(t) = —2(t) = 22(1)* + u(t),
ol on autorise comme contrdles toutes les fonctions u(t) continues par morceaux telles que |u(t)| <
1. L’objectif est d’amener le ressort d’une position initiale quelconque (xg,yo = Zo) & sa position
d’équilibre (0,0) en temps minimal t,.
Application du Principe du Maximum

Le Hamiltonien du systéme précédent s’écrit

H(z,p,u) = poy + py(—z — 22° + u) + p°,
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et si (x,p,u) est une extrémale alors on doit avoir

. o0H 9 ) OH

Pz = o = py(1 +627), et p, = _8_y = —Pz-
Notons que puisque le vecteur adjoint (p,,p,) doit étre non trivial, p, ne peut s’annuler sur un
intervalle (sinon on aurait également p, = —p, = 0). Par ailleurs la condition de maximisation

nous donne

PyU = MAaX Pyv.
U it

Comme p, ne s’annule sur aucun intervalle, on en déduit que, presque partout,

u(t) = signe py(t).

En particulier les controles optimaux sont successivement égaux & +1, c¢’est le principe bang-bang
(voir [52]). Plus précisément, le vecteur adjoint au temps final ¢, étant défini & scalaire multiplicatif
prés, on peut affirmer

By (t) +py(t) (1 + 62(t)*) = 0,

u(t) = signe(py(t)) ol p, est la solution de ) .
py(ts) = cosa, py(ts) = —sina,

le parameétre « € [0, 27 étant indéterming.
En inversant le temps (¢ — —t), il est clair que notre probléme est équivalent au probléme du
temps minimal pour le systéme

(7.31)

avec
I(O) = y(O) = 05 x(t*) = Zo, y(t*) = Yo, py(O) = Cos pz(o) = SinO&,

ou « € [0, 27[ est & déterminer.

Résolution numérique a ’aide de Maple

On suppose désormais que xo = 0 et &y = 6.
Pour résoudre le probléme on procéde en 5 étapes.

Premiére étape. On saisit le systéme différentiel (7.31), puis on trace dans le plan de phase (x,y)
les deux solutions respectivement associées & a = 1 et o = 2.5, avec ¢ € [0, 10] (voir figure 7.2).

> eql := D(x) (t)=-y(t)
eq2 := D(y) (t)=x(t)+2*x(t)~3-signum(z(t))
eq3 := D(2z) (t)=w(t)
eqd := D(w) (£)=-z(t)*(1+6%x(t)~2)
sys := eql,eq2,eq3,eq4 :
> icl := [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(1),w(0)=sin(1)]
ic2 := [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(2.5),w(0)=sin(2.5)]
ic := icl,ic2 :
> DEplot([sys], [x(t),y(t),z(t),w(t)], t=0..10, [ic],
stepsize=0.05, scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]);
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FIGURE 7.2 —

Deuxiéme étape. On pose T =10, N =100, h=T/N et t,, =nh,n=0...N. Pour a = 1, puis
pour o« = 2.5, on écrit une boucle qui calcule le plus petit entier k tel que

(tg)r(tre1) <O et |y(tesr) — 6] < 0.5.
On affiche alors les valeurs de la solution aux temps tj et tj41.

> soll := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(1),w(0)=sin(1)},
{x(),y®),z(t),w(t)}, type=numeric) :
T:=10.0 : N:=100 : h:=T/N :
xk:=0 :
for k from 1 to N do
solk := soll(kx*h)
xknew := subs(solk,x(t)) :
yknew := subs(solk,y(t)) :
if xk*xknew<=0 and abs(yknew-6)<0.5 then break fi:
xk := xknew :
od: soll(kx*h);

Troisiéme étape. On écrit une procédure temps :=proc(alpha,eps) qui calcule une approximation
du temps t tel que x(t) = 0 et |y(t) — 6] < 0.5. Pour cela on localise tout d’abord ce temps comme
a I’étape précédente, puis on effectue une dichotomie sur ¢ entre tj, et t51 pour calculer le temps
o x(t) s’annule a eps prés (c’est-a-dire |z(t)] < eps).

> temps := proc(alpha,eps)
local sol,solk,T,N,h,k,xk,xknew,yknew,t0,tl,tm,x0,x1,xm :
sol := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(alpha),
w(0)=sin(alpha)}, {x(t),y(t),z(t),w(t)}, type=numeric)
T:=10.0 : N:=100 : h:=T/N :
xk:=0 :
for k from 1 to N do
solk:=sol(k*h) :
xknew := subs(solk,x(t)) :
yknew := subs(solk,y(t)) :
if xk*xknew<=0 and abs(yknew-6)<0.5 then break fi:
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xk := xknew :
od:
t0:=(k-1)*h : tl:=k*h :
x0:=subs (s0l(t0) ,x(t)) : x1l:=subs(sol(tl),x(t)) :
# remarque : x0 et x1 sont forcement de signes contraires
while abs(x1-x0)>eps do
tm:=(t0+t1)/2
xm:=subs (sol(tm),x(t)) :
if xm*x0<0 then x1:=xm : tl:=tm :
else x0:=xm : tO:=tm :
fi:
od:
RETURN (t0) ;
end :

Quatriéme étape. On écrit une procédure dicho=proc(eps) qui calcule par dichotomie sur «,
entre « = 1 et @ = 2.5, une approximation du réel « tel que la solution de (7.31) associée vérifie

Ft. | x(te) =0, y(t.) =6,

le réel eps étant la précision, i.e. |x(t.)] < eps, |y(t.) — 6] < eps.
Plus précisément, on cherche le réel o par dichotomie de sorte que

ly(a, temps(a, eps) ) — 6] < eps

ou (z(e,),y(e, ), z(a, "), w(e,-)) est la solution de (7.31) (notons que la procédure temps assure
déja que |z(a, temps(a, eps))| < eps).

> dicho := proc(eps)
local a,b,m,sola,solb,solm,ta,tb,tm,ya,yb,ym :
a:=1 : b:=2.5 :
sola := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(a),w(0)=sin(a)l},
{x(®),y(t),z(t) ,w(t)}, type=numeric)
solb := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(b) ,w(0)=sin(b)},
{x(t),yt),z(t) ,w(t)}, type=numeric)
ta:=temps(a,eps) : tb:=temps(b,eps)
ya:=subs(sola(ta),y(t)) : yb:=subs(solb(tb),y(t))
while abs(yb-ya)>eps do
m:=evalf ((a+b)/2)
solm := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(m),w(0)=sin(m)},
{x(t),yt),z(t),w(t)}, type=numeric)
tm:=temps (m,eps) :
ym := subs(solm(tm),y(t)) :
if (ym-6)*(ya-6)<0 then b:=m : yb:=ym :
else a:=m : ya:=ym :

Il

fi:
od:
RETURN (a) ;
end:

Cinquiéme étape. On calcule une approximation de a pour eps = 0.01, et on trace dans le plan
de phase la solution obtenue (voir figure 7.3).
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> dicho(0.01);
2.136718750
> temps(2.136718750,0.01);
8.737500000
> DEplot([sys], [x(t),y(t),z(t),w(t)],t=0..8.7375,
[[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(2.136718750) ,w(0)=sin(2.136718750)1],
stepsize=0.05, scene=[x(t),y(t)],linecolor=[bluel);

FIGURE 7.3 —

Le temps minimal pour amener le ressort de la position (0,6) a 1’équilibre (0,0) est donc de
8.7375 s.

Remarque 7.3.1. Considérons le controle
u(t) = signe (y(t) — 0.1)/1.33.

On constate numériquement que la solution du systéme associée & ce controle passe bien par le
point (0,6) au temps ¢ = 10.92. Le temps qu’il faut a cette trajectoire pour aller de (0,0) au point
(0,6) est bien supérieur au temps minimal calculé.

7.3.2 Exercices

Exercice 7.3.1 (Probléme du temps minimal pour une fusée & mouvement rectiligne). Considérons
une modélisation simplifiée du mouvement rectiligne d’une fusée, i.e.

@(t) = u(t), y(t) = u(t)?,

ou z(t) représente la vitesse et y(t) est inversement proportionnelle a la masse de lengin. Le
controle u(t) est la poussée et vérifie la contrainte |u(t)| < 1.

Résoudre le probléme du temps minimal pour atteindre le point final (z1,y1), en partant de
Porigine.

Indications : Le Hamiltonien est H = p,u + pyu2 +pY, ou pg et py sont constantes.

Quelle que soit la valeur de p°, il faut maximiser p,u+ pyu?, pour —1 < u < 1. Montrer

que, selon les signes de p, et p,, le controle u est constant, et prend ses valeurs dans
Px

{-1,1, —2py}.

Montrer que, pour aller en un point (z1,y1) tel que
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— 0 <y < a1, il existe un seul contréle optimal, singulier et constant ;

— y1 = |1/, il existe un seul controle optimal, constant, égal & 1 ou a —1;

— y1 > 71, il existe une infinité de contrdles optimaux, qui sont des successions d’arcs
+1. Remarquer aussi que le temps minimal est t; = y;. En effet,

ty YLt yldy Y1
= [ [y [ [y,
f /0 0 dyy o w2 o y=u1

Noter qu’il n’y a pas unicité de la trajectoire optimale dans cette zone.

Exercice 7.3.2 (Probléme de Zermelo). Le mouvement d’une barque se déplagant a vitesse
constante sur une riviére ou il y a un courant ¢(y) est modélisé par

#(t) = v cosu(t) + cly(t)), 2(0) =0,
y(t) = vsinu(t), y(0) =0,

ou v est la vitesse et u(t), 'angle de la barque par rapport a ’axe (0x), est le controle.

1. Supposons que pour tout y on ait ¢(y) > v. Quelle est la loi optimale permettant de mini-
miser le déport z(ty) pour atteindre la berge opposée ?

2. Résoudre le probléme de temps minimal pour atteindre la berge opposée.

3. Résoudre le probléme de temps minimal pour atteindre un point M de la berge opposée.

=

l min z(t5)

FIGURE 7.4 — Probléme de Zermelo

Indications :

1. Ona H = py(vcosu+ c(y)) + pyvsinu, et p, = —1, H(ty) = 0. On trouve

u = Arccos (-ﬁ) .

2. Ona H = py(vcosu+ c(y)) + pyosinu + p°, et p, =0, H(ty) = 0, puis u = 5
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3. On a H = p,(vcosu + c(y)) + pyvsinu + p°, et p, = Cste, H(ts) = 0, puis

PV

CcosUy = —————,
1- pmc(y)

o p, doit étre choisi de maniére a atteindre M (cf méthode de tir), ou bien la
solution avec p’ = 0 (anormale) qui est la solution de 1.

Exercice 7.3.3 (Transfert optimal de fichiers informatiques). Un fichier de xy Mo doit étre trans-
féré par le réseau. A chaque temps ¢t on peut choisir le taux de transmission u(t) € [0,1] Mo/s,
mais il en cotite u(t)f(t), on f(-) est une fonction continue. De plus au temps final on a un cott
supplémentaire ”yt? ou v > 0. Ce probléme est modélisé sous la forme suivante : minimiser le coiit

Cltyu) = /0 ") £ty dt A8

sous la contrainte

z(t) = —ul(t), z(0) = zo, x(ty) =0.
Quelle est la stratégie optimale ?

Indications : On pose f° = uf et g = yt2. Le Hamiltonien est H = —pu+p°fu. Puisque
p =0, on a p(t) = Cste = p. Par ailleurs, u(t) = 0 si —p + pf(t) <0, et u(t) = 1 si
—p+p°f(t) > 0 (et u(t) est indéterminé si —p + p°f(¢) = 0 sur un sous-intervalle). Au
temps final, on a
Hity) = "2 = ~2yt;,

dott u(ty)(—p +pf(ts)) = —2p°vt; (attention toutefois a ’abus de parler de u(ty)).
Si p° = 0, alors forcément p # 0, et u(t) est constant, donc nécessairement u(t) = 1,
mais alors la relation ci-dessus implique p = 0, ce qui est absurde. Donc p° = —1. 1l
est clair qu’au temps final ¢y on a u(t;) = 1 (sinon w ne serait pas optimal, a cause du
terme Wt?c), et donc p = —2vt; — f(ts). Finalement,

u(t) = .
1 si f(t) < —p,
avec p = —2vty — f(tr). Notons que p et t; sont nos deux degrés de liberté (parameétres
de tir) déterminés par les équations z(t;) = 0 et p = —2vt; — f(t).
Noter qu’on aurait pu mettre le cotit sous la forme

Cltyu) = /O ") F () + 2yt)dt.

Exercice 7.3.4 (Controle optimal du niveau d’un réservoir). On veut ajouter de l'eau dans un
réservoir, de fagon a atteindre le niveau d’eau hi, en tenant compte du fait qu’il faut compenser
une perte d’eau linéaire en temps. La modélisation est

h(t) = u(t) —t, h(0) =0,
o u(t) est le controle. Quelle est la loi optimale permettant d’atteindre Pobjectif en minimisant

fotf u(t)?dt, le temps final ¢ n’étant pas fixé?
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Indications : on trouve u(t) = 24/ 2%

Exercice 7.3.5. Le mouvement d’un missile, décrit comme une particule de masse m soumise a
la gravitation et a la résistance de I’air, est donné par les équations

T1 = T3, To = T4, T3 = QCOSU, T4 = sinu,

ot u(t) € IR est le controle. Le but est de minimiser la quantité ¢y + g(x(ty)), out g est une fonction
de classe C''. Montrer que le contrdle doit vérifier

c1 + cot
tanu(t) = ——=
c3 + cyt
ou C1,C2,C3,C4 € R.
Indications : les équations donnent tanu = %, P3 = —pi1, P4 = —p2, avec P1, P2

constantes.

Exercice 7.3.6 (Un probléme de Bolzano en économie). Un individu dispose d’un revenu r(¢),
0 <t < T, qulil peut dépenser ou placer a la banque avec un taux d’intérét 7. Il veut réaliser un
programme de dépense u(t) sur [0,7] de maniére & maximiser la quantité

T
/ Inu(t)e *dt.
0
L’évolution de son avoir x(t) est alors donnée par
() = r(t) + Tx(t) — u(t),

et de plus on impose x(7T') > 0, i.e. I'avoir de I'individu est positif au temps final 7. Quelle est la
loi optimale ?

Remarque 7.3.2. De maniére générale, on appelle probléme de Bolzano un probléme de controle
optimal ot on veut maximiser un cotit du type

n

Cr(u) =Y cii(T).

=1

Indications : Pour avoir ’existence de trajectoires optimales, il faut relaxer la contrainte

2(T) > 0en x(T) = 0. Le cas 2(T) = 0 est alors vu comme un cas limite. On distingue

deux cas :

— si 2(T') > 0, puisqu'il est non fixé, alors p(T') = 0. Or p = —7p, d’ott p(t) = 0, et
H = p°Inu e . La condition de maximisation sur H conduit alors 4 une absurdité.

— si (T) = 0, on n’a aucune condition sur p(7). On peut prendre p° = 1 (pas
d’anormale), et on trouve u(t) en fonction de p(0) qui est déterminé en calculant
x(t) et en imposant z(7T') = 0 (méthode de tir).
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Exercice 7.3.7 (Politique optimale de péche). L’évolution d’une population de poissons z(t) est
modélisée par
#(t) = 0.08z()(1 — 10~ %x(t)) — u(t), z(0) = xo,

ot u(t), le controle, représente le nombre de poissons péchés. Déterminer une politique optimale
de péche, de maniére & maximiser la quantité

T
/ e 003 Inw(t) dt,

0

et & avoir au temps final z(T') > 0.

Indications : méme raisonnement qu’a ’exercice précédent.

Exercice 7.3.8 (Investissement optimal). L’évolution du revenu r(¢) d’une entreprise est modélisée
par le systéme controlé

r(t) = —=2r(t) + gu(t), r(0) = 7o,

ou u(t), le controle, représente 'investissement au temps ¢, et vérifie la contrainte 0 < u(t) < a.
Soit T > % In 3 un réel. Déterminer la politique optimale permettant de minimiser la quantité

T
—r(T) + /0 (u(t) — r(t))dt.

Indications : Montrer qu’il n’y a pas d’anormale, puis que u dépend du signe de ¢ =
%p — 1,00 p =2p—1, et p(T) = 1. Par intégration, montrer que ¢(t) s’annule en
te=1T — %ln 3, et en déduire que la politique optimale est uw = 0 sur [0, t.[, puis u = a
sur |te, T).

Exercice 7.3.9 (Controle optimal de population dans une ruche). Considérons une population
d’abeilles constituée au temps ¢ de w(t) travailleuses et de ¢(t) reines. Soit u(t) le contrdle, qui
représente effort des abeilles pour fournir des reines a la ruche. La modélisation est

w(t) = au(t)w(t) — bw(t), ¢(t) = c(1 —u(t))w(t), 0 < u(t) <1,

ol a,b,c sont des réels strictement positifs tels que a > b. Quel doit étre le contrdle u(t) pour
maximiser au temps 7' le nombre de reines ?

Indications : Le Hamiltonien est H = p;(auw — bw) + pac(l — u)w, ou
p1 = —pi(au —b) — pac(l —u), p2 = 0.

Les conditions de transversalité donnent py(T') = 0 et pa(T) = 1 (donc pa(t) = Cste =
1), et selon la condition de maximisation on a, puisque w > 0,

0 sipi(t)a —pc <O,
u(t) = .
1 sipi(t)a — pac > 0.

Au temps final T on a donc u(T") = 0 puisque p1(T")a—p2(T)c = —c < 0. Par continuité
de la fonction de commutation, le controle u est nul sur un intervalle [t1,T]. Sur cet
intervalle, on a alors p; = p1b — ¢, d’ou

c N
pi(t) = 5(1 — Ty,
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et p1 est décroissant. En raisonnant en temps inverse, on a une commutation au temps
t1 tel que pi(t1)a — ¢ =0, soit

1 b
t =T+ gln(l—a)

Pour ¢t < t1, on a p1 = —p1(a — b) < 0, donc p; est encore décroissant. Il n’y a donc
pas d’autre commutation.

Conclusion : la politique optimale est u(t) = 1 sur [0,¢1], puis u(t) = 0.

Exercice 7.3.10 (Contrdle optimal d’une réaction chimique). On considére une réaction chimique
modélisée par

i = —uxy 4+ ulza, 1 (0) =1,

By = ury — 3u’zy, 22(0) =0,

ou x1,x2 sont les concentrations des réactifs, et le controle u(t) vérifie la contrainte 0 < u(t) < 1.
Quelle est la politique optimale permettant de maximiser la quantité finale 2:5(1) du second réactif ?

Indications : Le Hamiltonien s’écrit H = py (—uz1 + u?w2) + p2(uxy — 3ulxs), et
p1=(p1 — p2)u, Po = (—p1 + 3p2)u®, pi(1) =0, pa(1) = 1.
2

11 faut maximiser sur 0, 1] la fonction ¢ = (p2 — p1)z1u + (p1 — 3p2)z2u”.
Montrer que, compte-tenu des conditions initiales, x2(¢) ne reste pas nul pour ¢t > 0

petit.
Montrer que le controle singulier s’écrit
7 (pl - pz)Il
Us = 57— 5 .
2(p1 — 3p2)x2
avec ) -
(pr—p2)?x1 . (p1—p2)?ai

I’) s — p = .
Y20 = 3pa)as’ 0 A(pr — 3pa)ad

En déduire que forcément p1(0) # p2(0), et que us(t) ~ 400 pour ¢ > 0 petit.
En déduire que la politique optimale consiste a prendre u = +1 au début, puis u = us.

Exercice 7.3.11 (controle optimal d’une épidémie par vaccination). On considére une population
de N individus soumis & une épidémie qu’on veut controler par vaccination. Par simplicité, on
suppose qu'un individu qui a été malade et soigné peut a nouveau tomber malade.

Le modéle est le suivant. On note o > 0 le taux de contamination, u(t) (contréle) le taux de
vaccination, et z(t) le nombre d’individus infectés. On a :

#(t) = ax(t)(N — z(t)) — u(t)z(t), =(0)==xo,
ou 0 < xg < N, et o le controle u(t) vérifie la contrainte
0<u(t) <C,

o C' > 0 est une constante.
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Soit T' > 0 fixé. On cherche & minimiser le critére :

T
Cr(u) = / (a(t) + Bu(t))dt

ou 8 > 0 est fixé.

Décrire la structure du contréle optimal, montrer qu’il est bang-bang et donner son expression en
fonction du vecteur adjoint. Que vaut le controle optimal au voisinage du temps final 7 Montrer
que si 1 — af > 0 alors le contrdle optimal commute au plus une fois.

Indications : En notant p(t) le vecteur adjoint, montrer que la fonction de commutation
o(t) = p(t)x(t) + B vérifie ¢ = axp + (1 — af)z. Observer que si 1 — af > 0 alors on
a ¢(t) > 0 en un temps ¢ tel que ¢(t) = 0.

Exercice 7.3.12 (Controle optimal d’une épidémie). Considérons une population touchée par une
épidémie que l'on cherche & enrayer par une vaccination. On note

— I(t), le nombre d’individus infectieux, qui peuvent contaminer les autres;

— 5(t), le nombre d’individus non infectieux, mais contaminables ;

— R(t), le nombre d’individus infectés, et disparus, ou isolés du reste de la population.
Soit r > 0 le taux d’infection, v > 0 le taux de disparition, et u(t) le taux de vaccination. Le
controle u(t) vérifie la contrainte 0 < u(t) < a. La modélisation est (modele SIR)

S(t) = —rS(t)I(t) + u(t),
I(t) = rS()I(t) — vI(t) — u(t),
R(t) =yI(t),

et le but est de déterminer une loi optimale de vaccination, de maniére & minimiser, en un temps
T fixé, le cott

ol & > 0 est donné.
Déterminer I'expression du controle optimal en fonction du vecteur adjoint. Que vaut le controle
optimal au voisinage du temps final si 2a < o ?

Indications : Le Hamiltonien est H = pg(—rST +u) +pr(rSI —~I —u) +pryI + pu?,
et

ps = psrl —prrl, pr =psrS —pi(rS —7) — prY, Pr = 0.
Les conditions de transversalité sont ps(T) = 0, p;(T) = pa, et pr(T) = 0. On en
déduit que p° # 0, et on choisit p° = —1/2. En remarquant que H est une fonction
concave de u atteignant son maximum absolu en u = pg — pr, on en déduit que

0 si ps(t) —pi(t) <0,
u(t) = q ps(t) —pr(t) st 0<ps(t)—pr(t) <a,
a si ps(t) —pr(t) > a.

Au temps final, ps(T) — pr(T) = /2, donc si 2a < « alors u(t) = a dans un voisinage
du temps final.
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Exercice 7.3.13 (Controle optimal d’un procédé de fermentation). Considérons le procédé de
fermentation

#(t) = —a(t) +u(t)(1 - =), =(0) = o,
y(t) = z(t) = u(t)y(d), y(0) =0,

ou z(t) représente la concentration de sucre, y(¢) la concentration d’éthanol, et u(t), le controle,
est le taux d’évaporation. On suppose 0 < u(t) < M, et 0 < 29 < 1. Soit y; tel que y; > 1/M et
y1 > X0 ; on veut résoudre le probléme du temps minimal pour rejoindre y(ts) = y1.

1. Montrer que zpe™" < x(t) < 1, pour tout ¢ € [0,¢f].
2. On note les variables adjointes (p.,py,) et p°.
(a) Ecrire le Hamiltonien du probléme de controle optimal et les équations des extrémales.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint et sur le temps. Montrer que
py(ty) # 0.

3. (a) Pour tout t € [0,tf], soit p(t) = pu(t)(1 — x(t)) — py(t)y(t). Calculer ¢'(t) et ©"(1).
Montrer que ¢ est strictement monotone.

(b) En déduire que les controles optimaux sont bang-bang avec au plus une commutation,
et préciser leur expression.

(¢) Montrer que g(ty) > 0.
(d) En déduire qu’il existe € > 0 tel que u(t) = 0, pour presque tout ¢ € [ty — &, ty].

(e) Conclure sur la structure du controle optimal.

Corrigé :

1. u > 0, donc &(t) > —x(t) et donc z(t) = zpe™ " > 0; puisu < M, donc & < M(1—x)
(tant que x < 1), avec 0 < xg < 1, d’ont 2(t) < 1 (par raisonnement a priori et par
comparaison avec la solution 1).

2. (a) Le Hamiltonien est H = p,(—z+u(1—2))+py(x—uy)+p®, et pr = po(1+u)—py,

Dy = upy.
(b) Onap.(ty) =0et H(ts) = 0. En particulier, p, (t¢)(z(ts) —u(ts)y(ts))+p° = 0,
donc forcément py(ts) # 0 (sinon on aurait aussi p® = 0 : absurde).

3. (a) On calcule ¢ = p,; — py, puis ¢”" = (ps —py)(1 +u) = (1 +u)¢’. Si ¢’ s’annule
en un temps ¢, alors ¢’ = 0 sur [0, ¢;] tout entier d’aprés I’équation différentielle
ci-dessus et par unicité de Cauchy. En particulier, p,(t;) — p,(t;) = 0, et donc
py(ty) = 0, ce qui est une contradiction. Donc ¢’ ne s’annule pas, et ¢ est
strictement monotone.

(b) Par le principe du maximum, on a u(t) = 0 si ¢(t) < 0, et u(t) = M si o(t) > 0,
et par le raisonnement ci-dessus ¢ ne s’annule qu’au plus une fois donc w est
bien bang-bang avec au plus une commutation.

(c) On veut passer de y(0) =0 a y(ty) = y1 > 0 en temps minimal, donc forcément
au temps minimal ¢y on a y(t;) > 0. En effet sinon, y serait strictement décrois-
sante sur un intervalle [ty — 7, t/], et puisque y(0) = 0, d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existerait 1 < t; tel que y(t1) = y1, ce qui contredit le
fait que t; est le temps minimal.
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(d) Montrons que py(tr) > 0. Par 'absurde, si p,(t;) < 0, alors ¢(t7) > 0, et donc
par continuité, ¢(t) > 0 a la fin, donc w = M. Donc §(t¢) = z(t5) —u(ty)y(ty) =
z(ty) — My1 < 1 — My, < 0 (par hypothése), ce qui contredit la question
précédente.

Donc py(tf) >0, et ¢(t) <0 alafin, ie., w =0 & la fin.

(e) Si u ne commute pas alors u = 0 sur tout [0,¢y], donc on résout & = —x et
Y = z, ce qui conduit & y(t) = zo(1 — e~!). En particulier, y(t) < zo, et donc
y1 > xo est inatteignable.

Donc u commute une fois, et passe de M a 0.

Exercice 7.3.14 (Controle optimal d’un avion). Considérons le mouvement d’un avion, modélisé

par
u(t) c

B0 =vlt), 50 = s~ g (e

ou z(t) est la distance au sol parcourue, v(t) est le module de la vitesse, le controle u(t) est
Papport d’énergie, m est la masse, et u, c sont des coefficients aérodynamiques. Le controle vérifie
la contrainte

0<a<u(t) <b,

et le but est de déterminer une trajectoire menant du point initial 2(0) = zg, v(0) = vg, au point
final z(t5) = zy,v(ty) = vy, et minimisant le cott C(u) = fotf u(t)dt, le temps final ¢y n’étant pas
fixé.

Montrer qu’il n’existe aucune trajectoire singuliére, puis expliquer comment mettre en oeuvre
une méthode numérique pour résoudre ce probléme.

Exercice 7.3.15 (Probléme de Goddard simplifi¢). Le décollage d’une fusée est modélisé par les
équations

m(t) = —bu(t), m(0) = myo,

ou h(t) est laltitude, v(t) le module de la vitesse, m(t) la masse, g 'accélération de la pesanteur,
et b > 0 un réel. Le controle est la poussée u(t), qui vérifie la contrainte 0 < u(t) < Umaq. Par
ailleurs la masse de la fusée en absence de carburant est my, si bien que la masse m(t) vérifie la
contrainte my < m(t) < mg. Enfin, on suppose que tpqs > gmo.

Montrer que la politique optimale permettant de maximiser ’altitude finale est bang-bang, avec
au plus une commutation, du type u = U4, puis s’il y a commutation u = 0.

Indications : Montrer que les conditions de transversalité sont py,(t5) = —p®, p,(tf) =0

et H(ty) = 0. Montrer que la fonction de commutation ¢(t) = fy’;((tt))

¢ = —E2_ Noter que, au début, on doit avoir © > 0, i.e. u > mg, ce qui est possible
puisque Uy > gmo. En déduire que, au début, on a u > 0, et donc soit ¢ > 0, soit
¢ = 0. Montrer alors par ’absurde que p° # 0, puis montrer que 'alternative ¢ = 0
est impossible. En déduire que la politique optimale est bang-bang, avec au plus une
commutation, du type u = uyq, puis s’il y a commutation u = 0.

— bpm (t) veérifie
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Exercice 7.3.16 (Guidage d’un engin spatial). Considérons le mouvement d’un engin spatial,
modélisé par le systéme de controle (normalisé)

i(t) = o(t),

o 0(t)? 1 c .

o(t) = EORERIOE + UI(t)W sin ua(t),
o v(t)o(t) ¢

0(t) = — @) + 1(t)m cos uz(t),
() = —ua(t),

ou r(t) représente la distance de I'engin au centre de la Terre, v(t) la vitesse radiale, 6(t) la vitesse
angulaire, m(t) la masse de l'engin. Les controles sont (), la poussée, et us(t), 'angle de gite.
Le contréle uq vérifie la contrainte 0 < u; < 3. On considére les conditions aux limites

r(0) =1, r(ty) =ry,
0(0) = 0, vlty) =0,

0(0) = 1, 0(ty) = ——.

VT
m(0) = 1.

Déterminer une trajectoire vérifiant ces conditions aux limites, et maximisant la masse finale m(ty),
le temps final n’étant pas fixé.

Indications : raisonnement similaire a 'exercice 7.3.17.

Exercice 7.3.17 (Sujet d’examen). Le probléme est de maximiser le déport latéral d’une fusée
dont le mouvement est plan et la poussée est limitée. Au temps ¢, on note x(t) = (z1(¢), 22(t)) la
position de la fusée, v(t) = (v1(t), v2(t)) sa vitesse, m(t) sa masse, 6(t) l'angle de la direction de
poussée, et u(t) la variation de masse (proportionnelle & la force de poussée). Pour simplifier, on
néglige les forces aérodynamiques et on suppose que l'accélération de la pesanteur g est constante.
Le systéme modélisant le mouvement de la fusée est alors le suivant :

il = U1
ig = V2
c
U1 = —ucosf
m
c
Uy = —usinf —g
m
m=—u
ol ¢ > 0 est constante. Les controles sont 6(¢) et u(t). On suppose que
felR et 0<u<A
Les données initiales sont :
_ .0 _ .0 _ 0 _ .0 _
Il(o) =T, IQ(O) = T3, ’Ul(O) =1, ’02(0) = Uy, m(O) = My.
La masse de la fusée lorsqu’il n’y a pas de carburant est mj. Autrement dit m(t) doit vérifier :

my < m(t) < myg.
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On désire mener la fusée du point initial précédent & la variété terminale
‘TQ(tf) = .’L‘%, m(t.f) =mz,

le temps final t; étant libre, et on veut maximiser la quantité

a1 (tf)-
1. Application du principe du mazimum.
On introduit les variables adjointes pu, , Puss Doy » Pugs P, €t p°. On pose de plus A = py, (¢f).

(a) Ecrire le Hamiltonien associé a ce probléme de controle optimal, ainsi que le systéme
différentiel extrémal.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.

(¢) Montrer que le Hamiltonien est nul le long de toute extrémale.

(d) Calculer py, (t), pa, (t), Po, (t) €t po, (t) en fonction de A et pP.
2. Calcul des contréles extrémauz.

(a) Montrer que I’on ne peut pas avoir simultanément p° = 0 et A = 0. En déduire I’expres-
sion des controles extrémaux 0(t), montrer qu'ils sont constants, et préciser leur valeur
6 en fonction de X et p°.

(b) On introduit la fonction ¢ sur [0,t/]

o) = —— (O + X2(t; — 1) — pu(D).

m(t)

Montrer par absurde que la fonction ¢ ne s’annule sur aucun sous-intervalle de [0, ¢].
Préciser la monotonie de ¢. En déduire que les controles extrémaux wu(t) commutent au
plus une fois sur [0,¢f], et passent dans ce cas de la valeur A a la valeur 0.

(¢) On suppose que
Atf > moy — mj.

Montrer que u© commute exactement une fois au temps

mo —my
R

passe de la valeur A a la valeur 0 en ce temps t., et de plus m(t.) = ms.
3. Calcul des controles en boucle fermeée.

(a) Montrer que

(b) Montrer que

et en déduire que
U1 (fc)2
va(te)? — 29(x} — wa(te))’

tan? 0y =
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(¢) Montrer les trois formules suivantes :

m,
v1(te) = v) + ccosfy In -,
my

va(te) = vg + csinfpIn Mo _ gte,

m
. mq mo mq
zo(te) = 29 + vot. 2t§—csm90 (tclnm—o—tc—jlnm—o)

n déduire que 'on peut exprimer 6y en fonction des données
En déd I t 0 fonct des d
0,0 .0
$27U17U27m07m17A7cug

(on ne cherchera pas une expression explicite). Montrer que l'on a ainsi exprimé les
controdles 6 et u en boucle fermée. Quel est 'avantage de ce procédé ?

Exercice 7.3.18 (Sujet d’examen : politique d’investissement financier d’une banque).
Considérons une banque, qui gére une certaine quantité d’argent, et doit répondre aux besoins
éventuels de ses clients en leur accordant un emprunt d’argent. Pour cela, la banque doit disposer
d’argent immédiatement disponible, qui lui rapporte moins d’intéréts que ’argent investi dans des
titres financiers. La banque investit donc une partie du capital dans ’achat de titres. D’autre part,
si la réserve d’argent est trop faible, la banque doit vendre des titres et pour cela doit payer une
commission & un agent de change.

Le probléme est de déterminer une politique financiére qui réalise un compromis entre quantité
d’argent disponible et argent investi, tout en maximisant le gain.

Notations :

z(t) : quantité d’argent disponible au temps ¢.
(t) : quantité de titres financiers investis au temps ¢.

d(t) : taux instantané de demande d’emprunts par des clients

u(t) : taux de vente de titres (u(¢) > 0 signifie que la banque vend des titres, et u(t) < 0 signifie
que la banque achéte des titres).

r1(t) : taux d’intérét gagné sur I’argent disponible.

ro(t) : taux d’intérét gagné sur largent investi en titres (on suppose que r2(t) > 71(¢), pour
tout temps t).

« : taux de commission prélevé par 'agent de change lors de la vente et de achat de titres (on
suppose que 0 < o < 1).

Les équations modélisant le systéme sont

@(t) = ri(O)x(t) — d(t) + u(t) — alu(t)],
y(t) = ra(t)y () — u(?),

(
avec z(0) = zg et y(0) = yo. Le controle u(t) vérifie la contrainte
—U; < u(t) < Uy,
ou U,Us > 0. On fixe un temps final 7', et on veut maximiser la quantité
a(T) +y(T).

Autrement dit, on minimise —z(T") — y(T). Dans 1’étude qui suit, on ne tient pas compte du fait
qu’il faut de plus imposer x(t) > 0 et y(¢) > 0, cette contrainte devant étre vérifiée a posteriori.
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1. Le principe du maximum classique ne peut pas s’appliquer & cause du terme |u(t)|. On
propose donc de poser

u+ [ul

—u+ [yl
2 '

2

uz = —min(u,0) =

u; = max(u,0) =

(a) Avec ces notations, montrer que

u1>07 Ug}O,
U,y <u<lU; & uluQ:O,
—Us < up —ug < Uy

(b) Ecrire le nouveau probléme P de controle optimal, controlé par uy et us.

2. Application du principe du maximum.
On introduit les variables adjointes p., py, et p°.

(a) Ecrire le Hamiltonien associé au probléme de contrdle optimal P, ainsi que le systéme
différentiel extrémal.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.

(c) Montrer que p° est forcément non nul, puis normaliser le vecteur adjoint.

(d) Montrer que p,(t) > 0 et py(t) > 0, pour tout ¢ € [0, 7.

3. Calcul des contréles extrémaux.

Soient uy(t) et ua(t) les controles extrémaux au temps ¢.

(a) Montrer que :
— si (1 — a)ps(t) — py(t) > 0, alors ui(t) = Uy et ua(t) =0;
— si (14 a)pa(t) — py(t) <0, alors ui(t) =0 et us(t) = Us;
— si (1 — a)ps(t) — py(t) <0et (14 a)py(t) —py(t) > 0 alors us (t) = ua(t) = 0.

(b) Montrer que les fonctions ¢ — (1—a)py(t) —py(t) et t — (14+a)p,(t) —py(t) ne s’annulent
sur aucun sous-intervalle de [0, T'.

(c¢) En déduire que les controles extrémaux sont bang-bang sur [0, 7). Décrire leur structure
dans un graphe ayant p, en abscisse et p, en ordonnée.

(d) Que valent uq(t) et ua(t) sur [I'—n,T], pour n > 0 assez petit ?

4. Ezemples explicites. On pose T =1 et a = 0.01. Décrire la politique optimale de la banque
(on donnera une approximation numérique a 0.01 prés des temps de commutation) dans
chacun des cas suivants :

(a) r1(t) = 1/3 et ro(t) = 1/2, pour tout ¢ € [0,T7.
(b) r1(t) =1/2 et ro(t) = t/2, pour tout ¢ € [0, 7).
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Exercice 7.3.19 (Sujet d’examen : Controle optimal de la pollution par engrais).
On considére I’évolution de la quantité de pollution x(¢) dans un champ de céréales ott ’on cherche,
par ajout d’engrais, a optimiser le rendement tout en minimisant la pollution produite.

Le controle u(t) est la quantité d’engrais ajouté. Il vérifie la contrainte

On note o > 0 le taux de décroissance naturelle de la pollution. L’évolution de la pollution x(t)
est

x(t) = u(t) — ax(t),

avec x(0) = zp > 0.

D’une part, on cherche & minimiser la pollution engendrée par I’engrais, mais d’autre part, on
cherche a optimiser le rendement de céréales par ajout d’engrais. Cependant, un ajout excessif
d’engrais a aussi un effet nocif sur les plantes, et donc sur le rendement. On fixe un temps final T',
et on cherche & minimiser le critére

Cr(u) = /OT (:zr(t)Q /B + u(t))) dt.

1. On introduit les variables adjointes p et p°.

(a) Ecrire le Hamiltonien de ce probléme de controle optimal, ainsi que les équations des
extrémales.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
(c) Montrer que p° est forcément non nul. Dans la suite, on pose p° = —1.

2. (a) Montrer que z(t) > zoe™*, et en particulier x(t) > 0, pour tout ¢ € [0, 7.
b) En déduire que p(t) < 0, pour tout ¢ € [0, 7.

3. Soit u(t) le controle extrémal au temps t.

(a) Montrer que
0 si p(t) < —1/V/3,
u(t) = { 14+ 220 si p(t) > —1/V/3.

NZoEs
(b) Montrer que u(t) =1+ \/% sur [T —n,T], pour n > 0 assez petit.
4. (a) Montrer que p(t) > (p(()) + %) e — %e*at, pour tout ¢ € [0,T7.
(b) En déduire que p(0) < % (e72*T —1).

5. On suppose désormais que zo(1 — e~ 2°T) > a/V/3.

(a) Montrer que u(t) = 0 sur un intervalle du type [0, ¢;].
(b) Que vaut p(t) sur [0,¢1] 7
(c) Montrer que p(0) + == > 0.

6. Montrer finalement que

0 si 0<t<t,
ul) =93 1420 & o <i<T

Vp(t)2+1

Caracteériser le temps de commutation ¢; (sans chercher a le calculer explicitement).
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3

1
7. Montrer que max <—@ 2o (e*QO‘T — 1) — —eO‘T> < p(0) < Zo (e*MT _ 1)_
«

8. Décrire et discuter, critiquer, les méthodes numériques que ’on peut mettre en oeuvre pour

[e2ed

V3

résoudre numériquement ce probléme de contréle optimal.

Corrigé :

1.(a) H=p(u—az)+p°x? — /B —ut))(l+ut)), et p=ap —2p°z.

—~

b)

p(T) = 0.

Donc p° # 0. Dans la suite, on pose p° = —1.

u(t) > 0, donc @ > —ax, d’ou z(t) > xge™, et en particulier x(¢) > 0, pour
tout ¢ € [0, 7.

On a p = ap + 2x, avec > 0. Dong, si en un temps t; < T, on a p(t1) > 0,
alors p(t) > p(t1) > 0 pour t > t1, ce qui contredit p(T') = 0. Et donc, p(t) < 0,
pour tout ¢ € [0,7].

3. Soit u(t) le controle extrémal au temps ¢.

(a) La condition de maximisation est Jax, f(u) avee f(u) = pu++/(3 —u)(1 + u).

4. (a)

(b)

) Sous I'hypothése zo(1 —e~2°T) > a/+/3, on obtient p(0) <

Etudions en fonction de p cette fonction f(u) (sachant que p < 0), pour 0 <
u < 3. On trouve que f atteint son maximum sur lintervalle [—1, 3] lorsque
u=1+ \/52”_“ (qui est bien toujours < 3). Par ailleurs, 1 + —22— = 0 (avec

N/

p < 0) si et seulement si p = —1/+/3. Donc, finalement,

0 si p(t) < =1/V/3,
“(t):{ 1+7% si p(t) > —1/V/3.

Ala fin, p(T) = 0> —1/+/3, donc u(t) = 1+ —2M) gy [T —n,T], pour n >0
Y Y /p(t)z 1 ) Y
assez petit.

D’aprés 2.a, on a p(t) > ap(t) + 2zge =, donc e L (e=2p(t)) > 2z0e ™, et en
intégrant, p(t) > (p(0) + L) e* — Z2e= pour tout ¢ € [0, 7.

p(T) = 0, donc par I'inégalité précédente, p(0) < 22 (6_20‘T — 1).
o

—1/4/3, et donc, u(t) = 0 sur un intervalle du type [0, #1].

Sur [0,t1], v = 0, donc & = —ax et p = ap + 2z, avec x(0) = xp, d’oil en
intégrant les équations, p(t) = (p(0) + £2) e — Z0e= pour tout ¢ € [0, £1].
Par I’absurde, si p(0) + 22 < 0, alors d’aprés I'expression précédente de p(t),
on a p(t) < 0 pour tout ¢t € [0,¢1], puis pour tout ¢t € [0,7T], ce qui contredit
p(T") = 0. Donc, p(0) + 2 > 0.

6. Tant que u = 0, sur [0,¢1], p(t) est donné par 5.b. En particulier, p(t) > 0, et
donc p(t) est strictement croissante. D’aprés 5.a, p(0) < —1/4/3, et d’autre part,
p(T) = 0. Donc il existe bien un temps de commutation ¢; < T pour lequel p(t1) =
(p(0) + Zo) e — Zog=ah — —1/1/3 (ce qui caractérise ¢1). Ensuite, pour ¢ >,
on sait d’aprés 4.a que p(t) > g(t), ott la fonction g(t) = (p(0) + 22) et — Zog—ot
est croissante (on a en effet g(t) > 0 car p(0) + £2 > 0), donc p(t) > —1/+/3 pour
t; <t <T. Finalement,

0 si 0<t<t,
u(t) = 2p(t) .
() 1+\/;D(P;7)—2+1 S1 t1<t<T
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7. Comme t; < T, et par croissance de la fonction g(t), on a —1/v/3 = g(t1) < g(T),

. PN —2aT 1 —aT 9 N
ce qui conduit & p(0) > 2o (e72°T — 1) — 7@ et donc, d’aprés 4.b et 5.c,

To T 1
max (——0, =0 (efQO‘T — 1) — —eO‘T)
a « V3
8. On peut implémenter la méthode de tir, ou p(0) est cherché dans intervalle ci-
dessus, ou bien mettre en oeuvre une méthode directe. On peut en discuter les
avantages et inconvénients.

ﬁ —2aT
pl0) < 22 (o727 —1).

N

Exercice 7.3.20 (Sujet d’examen : Commande optimale d'un réacteur chimique).

Un réacteur chimique industriel permet de fabriquer un produit & partir d’'un réactif par une
réaction irréversible du premier ordre avec dégagement de chaleur. Pour refroidir le réacteur, on
fait circuler le contenu & travers un échangeur thermique; la chaleur passe ainsi dans le liquide
de refroidissement qui circule dans le circuit secondaire de 1’échangeur avec un débit u(t). Apres
diverses réductions de modéle, le systéme s’écrit sous la forme

1) = —ara (8) — kay (e =00 4+
B2 (t) = ag(as — z2(1)) + askzr (t)e” =0 + ag(ult) — z2(t)) —
ou z1(t) est la concentration du réactif au temps ¢, z2(t) est la température du réacteur au temps

t, et 71 et ro sont des réels strictement positifs. Par ailleurs, les coeflicients k et a;, ¢ = 1...6, sont
des réels positifs. On suppose que le controle u(t) vérifie la contrainte

u(t)] < M
ou M est un réel positif. Soit 7" > 0 un temps final fixé. Dans ce qui suit, I’état initial est fixé :
21(0) =2}, x2(0) = a3,
et I'état final (x1(T), 22(T)) est libre.

1. Dans cette premiére question, on cherche & minimiser la quantité de réactif 21 (7).
On note les variables adjointes p et p°.

a) Ecrire le Hamiltonien du probléme de controle optimal et les équations des extrémales.

(
(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
c¢) Montrer que p° # 0. Que posez-vous pour la suite ?
(d) Démontrer que les controles optimaux sont bang-bang, et préciser leur expression.
(indication : démontrer, par 'absurde, que p2(t) ne peut s’annuler identiquement sur un
sous-intervalle)

(e) Montrer qu’il existe € > 0 tel que u(t) = M, pour presque tout ¢ € [T'— ¢, T (autrement
dit, le controle u vaut M a la fin).

(f) On suppose que a5 = 0. Démontrer que le controle optimal est constant sur [0, 7], égal
a M.
2. Dans cette deuxiéme question, on cherche toujours a minimiser la quantité de réactif x1(T),

mais en minimisant aussi la température zo(t) au cours de la réaction, et 1’énergie fournie.
Le compromis choisi et de chercher a minimiser le cofit

T
Cr(u) = / (u(t)? + Baa (1))t + 21 (T),

ou 8 > 0 est fixé.
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) Ecrire le Hamiltonien du probléme de contrdle optimal et les équations des extrémales.
) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.

(c) Montrer que p° # 0. Que posez-vous pour la suite ?
)

Détailler la condition de maximisation du principe du maximum de Pontryagin, et donner
Pexpression des contréles optimaux.

(e) Montrer qu'il existe € > 0 tel que u(t) = %agpg (t), pour presque tout t € [T —¢,T].

(f) On suppose que a5 = 8 = 0. Démontrer que le controle optimal est strictement positif
sur [0, T, et préciser son expression.

Corrigé :

1. (a) Le Hamiltonien est

H=pi(—ajx1 — kwlefi +71) +p2(az(ag — 2) +a5k:v167£ +ag(u—ax2) —132).

Les équations des extrémales sont

a2

) _as _an
p1 = pi(ar + ke” #2) — poaske™ =2

. as _ 22 as _ 22
D2 = plkxlﬁe *2 +po(as + ag — a5/€$€1?€ 72)
2 2

(b) Les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint sont alors p; (T') = p° et
p2(T) = 0, avec p® < 0.

(c) D’ou il découle forcément que p® # 0. On pose alors p® = —1.

(d) I résulte de la condition de maximisation que u(t) = M x signe(p2(t)) (bang-
bang), pourvu que ps ne s’annule pas identiquement sur un sous-intervalle.

Par I’absurde, si ps s’annule identiquement sur un sous-intervalle, alors, d’aprés
I’équation de po, on obtient aussi p; = 0. Par unicité de Cauchy, on obtient alors
p1 = p2 = 0 sur tout Vintervalle [0, T, ce qui contredit p(T) = —1.

(e) Alafin po(T) =0et p1(T) = —1, d’on, par Péquation de p2, p2(T') < 0. Donc, a
la fin po est strictement décroissante, et comme po(7) = 0, on obtient pa(t) > 0
sur un sous-intervalle, et donc, u(t) = M a la fin.

(f) Si de plus a5 = 0, alors, d’aprés I’équation de pi, p1(t) ne peut s’annuler (par
unicité de Cauchy), donc p1(t) < 0 pour tout ¢ € [0,T]. Donc pa < (a3 + ag)pa.
Par conséquent, e~ (@+a0)lp,(¢) < 0, d’ot il résulte que e~ (@3+a0)tp,(¢) >
e~ (asta6)Ty) (T) = 0, et donc, pa(t) > 0, pour tout ¢ € [0,T]. Donc u = M sur
tout l'intervalle.

2. (a) Le Hamiltonien est
_az _as
H = pi(—a1x1—kxie” =2 +r))+po(az(as—xo)Faskrie” »2 +ag(u—ue)—re)+p° (u’+523).
Les équations des extrémales sont

, _an _a
p1 =pi(ar + ke #2) — poaske =2

. G2 —22 az 22 0
P2=P1kwlﬁe o2 +p2(a3+a6_a5kxlﬁe 72 ) — 2p By
2 2
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(b) Les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint sont p1(T) = p° et po(T) =
0, avec pO < 0.

(c) Dot il découle forcément que p° # 0. On pose alors p¥ = —1.

(d) La condition de maximisation est

.2
_Mrr%%ng(aﬁpg(t)u u).

La fonction & maximiser est quadratique, son maximum absolu (sans tenir compte
des contraintes) et atteint pour u = %agpg (t), d’ou il résulte que

-M si gagpa(t) < —M,
u(t) = %aﬁpg(t) si |%a6p2(t)| < M,
M si agpa(t) > M.

(e) Alafin, po(T) = 0, donc par continuité, p2(t) reste petit sur un intervalle du type
[T —¢e,T], et donc |$agp2(t)| < M sur cet intervalle, et donc, u(t) = sagp2(t) a
la fin.

(f) Side plus a5 = 8 = 0, alors, comme en 1.f, on montre que p2(t) > 0, pour tout
t € [0,T]. Donc u > 0 sur tout lintervalle, et vaut soit M soit 2agps(t) comme
ci-dessus.

Exercice 7.3.21 (Sujet d’examen : Troisiéme phase d’un lanceur.). On considére un modéle
simplifié de la troisiéme phase d’un lanceur, ou la Terre est supposée plate et la gravité constante.
Dans un repére cartésien, on note (z1(t),z2(t)) la position de la fusée au temps ¢ (x2(t) étant
Paltitude), et (v1(t),v2(t)) sa vitesse. Le controle u s’écrit

u(t) = T(t) <Z?§ Z((g) ’

ou T(t) est la poussée et 6(t) est 'incidence. La poussée vérifie la contrainte 0 < T'(¢) < Tynaz, OU
Timaz > 0 est fixé. On note m(t) la masse de la fusée au temps t. Le modéle s’écrit, sous forme
compléte ou sous forme vectorielle :

Forme compléte : Forme vectorielle :
T =0 .
1 1 T=v
T2 = U2 . u .
V=——g
. m
1 = — cosf .
m 1= —Bull

T
Uy = —sinf —g
m

1 = —BT

. " o 0 .
ou (3 et g sont des constantes strictement positives, § = (g)’ et avec les notations x = (?),
2
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V= (Ul). Les conditions initiales et finales sont :

V2
21(0) libre x1(ty) libre
xQ(O) = T20 IQ(tf) = Taf
U1 (0) = V10 (%1 (tf) = v1f
’UQ(O) = V20 Ug(tf) =0
m(0) = myg m(ty) libre

ty libre

2
avec viy > vig et xaf > x20 + %. On veut maximiser la masse finale ; autrement dit on considére

le probléme de minimisation
min(—m(ty)).

1. On note les variables adjointes p = (Pu,, Puys Poy» Puss Pm) €t p°. En notations vectorielles,
Pz = (a1, Pas) €t Po = (Puy, Do)

(a) Ecrire le Hamiltonien du probléme de controle optimal et les équations des extrémales
(dans les deux systémes de notations).

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
(c¢) Dans la suite, on pose A = p,,. Montrer que py, (t) = —At + py, (0).

(d) Montrer que H = 0 le long d’une extrémale.

2. On pose ®(t) = % — pm/(t)5. Montrer que

ut) = 72D avee T(1) _{

3. Montrer que p,, est une fonction croissante de .

4. (a) Montrer que la fonction ¢ — p,(t) ne s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle.

(b) Etablir que
BT, m o, el

P — P? + .
m [l |l m/||py ||

Montrer que p, = 0 si et seulement si ¢ est constante.

En déduire que si p, = 0 alors la poussée T est constante sur [0, ], égale & Tqz.

Montrer que, si p, # 0, alors :

— soit @ est strictement croissante sur [0,t/],

— soit @ est strictement décroissante sur [0, ],

— soit ® admet un unique minimum sur [0, ¢s], et est strictement décroissante avant ce
minimum, et strictement croissante ensuite.

)

(d) Montrer que la fonction ® ne s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle.
)
)

(g) En déduire les stratégies optimales pour la poussée T'(t).
5. Montrer que, si T a au moins une commutation, alors p° # 0.

6. Dans cette question, on se place dans le cas ou T" admet une seule commutation, et est du
type Tinaz puis 0. On note 1 le temps de commutation.

(a) Montrer que v (t) = gpu, (t) — T(t)®(t), pour tout ¢t € [0,1y].
(b) Montrer que A\va(t1) + Agt1 = gpu, (0).
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(¢) Montrer que t; = p“Q(O)

(d) Montrer que A > 0, pv1 > 0, Py, (0) > 0.
(e) Expliquer comment simplifier la mise en oeuvre de la méthode de tir dans ce cas.
7. Dans cette question, on se place dans le cas ou T est du type Tinqr puis 0 puis Thngz. On
note t1 < t9 les deux temps de commutation.
(a) Montrer que le minimum de ® est atteint en t = 22— @ “En deduire que0 <t <2
to < tf.

()<

(b) Montrer que ty = 2p”2(0) t1.

)
c) Montrer que Ava(t) = gpy,(t) —T(t)P(t), pour tout ¢t € [0,¢y].
2 f
(d) En déduire que A < 0 et p,,(0) < 0.
() _ v . v
(e) Montrer que 222 < 20 puis que v2(t) < vz0 — gt pour tout ¢ € [0, “22].
f) En utilisant le fait que vo(t¢) = 0, montrer qu’en fait ce cas n’arrive jamais.
f J

Corrigé :
1. (a) On pose f° =0 et g = —m. Le Hamiltonien est

1 o
H = (pz,v> + E<pvvu> - <pv79> _pmﬂHuH
T T .
= Py V1 + PayV2 + Po, — €080 + py, (— sind — g) — p,,, BT
m m

Les équations des extrémales sont

Forme compléte : Forme vectorielle :
oY pe =0
Pz =0 Do = —Ds
Poi = —Pay g

p’Uz = —Paxs

. T .

Pm W (pm cos 6 + Py, SIN 9)

(b) Les conditions de transversalité s’écrivent p,, (0) = 0, pa, (t7) = 0, et py,(ty) =
—p° (avec p¥ < 0).

(¢) On en déduit que p,, =0, pg, = Cste = A, p,,, = Cste, Py, (t) = —At + py, (0).

(d) Le temps final ¢, est libre, donc H(t;) = 0. Comme le systéme est autonome,
on en déduit que H = 0 le long de toute extrémale.

2. La condition de maximisation s’écrit

poll / po  u
, max (|| ; —pmB ),
wER?, [[ul| <Tmas m o\ [poll” [Jull

I et la parenthése doit étre positive

d’ott 'on déduit que soit ||ul| = 0, soit Ty = ”p

ie. ® = % — pm = 0. De plus si ® > 0 alors nécessairement ||u|| = Thyq0. On en

déduit : (t)
0 si ®(t) <0,
[u(®)] =T(t) { Thae si ®(t) > 0,

d’ou la conclusion.
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3. On a pp = =5 (pu,u) = L||py||, donc p,, est croissante. Plus précisément, p,, est
strictement croissante lorsque ® > 0, et constante lorsque ¢ < 0.
4. (a) Par Pabsurde, si p, = 0 sur un intervalle I, alors en dérivant, p, = 0, et par
unicité de Cauchy, on a p, = p, = 0 sur tout [0,¢7]. On en déduit que p,, =
Cste = —p°. Par ailleurs, H = 0, donc p°BT = 0 sur [0,¢7]. Comme x5 > 2,
la poussée T ne peut pas étre identiquement nulle sur [0,¢¢], d'ott p® = 0.
Autrement dit, (p,p") = (0,0), ce qui est une contradiction.

(b) On dérive ® = % —pmfB = 0, et avec les équations des extrémales, on calcule
(Pv, Pz)
m||py]| 7

ce qui a bien un sens puisque p, ne s’annule identiquement sur aucun sous-
intervalle, puis

m_go el

S P? + .
mev”

m [l |l

(¢) D’apres l'expression de P, sip; = 0 alors ® = 0 donc ® = Cste. Réciproquement
si @ est constante, alors ® = 0, donc (p,,p,) = 0; en redérivant, on obtient
pr =0, car p, =0 et p, = —pas.

(d) Si ® = 0 sur un sous-intervalle I, on est dans le cas singulier. D’abord, on en
déduit que p, = 0, et par ailleurs p, = Cste. De la relation

T . . .
0=H= Ellpvll — (Pv, §) = PmBT =TP — (py,§) = —(pv, J)

on déduit que le vecteur (constant) p, est alors orthogonal & ¢, donc est hori-
zontal. Donc p,, = 0 sur tout [0,t¢]. En particulier, I'incidence 6(¢) est alors
constante égale a 0 sur [0,ty]. Alors 09 = —g, donc va(t) = veo — gt. Comme
va(ty) = 0 on en déduit que t; = %. Par ailleurs, on intégre o2 = vy, donc

2
IQ(t) = X20 + UQOt — %t27 d’ou IQ(tf) = T20 —+ —1;2; Or, IQ(tj) = oy, ce qul
2
contredit I’hypothése xap > 29 + ”2_2;_

(e) Lorsque p, =0, on a & = Cste, et d’aprés la question précédente, > 0 ou bien

d < 0.

— Si @ < 0, alors puisque ® est constante on a T' = 0 sur tout [0, ¢ 7] : impossible
puisque la poussée ne peut pas étre toujours nulle! (par exemple, parce que
xaf > 90) Ce cas n’arrive donc pas.

— Si ® > 0, alors on a tout le temps T = T},4: : la poussée est tout le temps
maximale, on n’a aucune commutation.

Au final, si p, = 0 alors la poussée T est constante sur [0, %], égale & T}q5-

(f) Si p, # 0 alors ® est non constante, donc ® n’est pas identiquement nulle. Si
® ne s’annule pas sur [0,t¢], alors ® est strictement monotone, ce qui donne
les deux premiers cas. Si @ s’annule sur [0, ts], alors d’aprés I’équation de D, 1a
ond®=0onad >0 (car p, # 0), et donc ce point est un minimum local.
Ce raisonnement montre que tout extrémum de ® est un minimum local. Par
conséquent, la fonction ® ne peut s’annuler ailleurs, sinon on aurait un autre
minimum local, et donc il existerait forcément un maximum local entre ces deux
points : ce qui est absurde puisque tout extrémum de ® est un minimum local. On
en déduit donc que ¢ admet un unique minimum, est strictement décroissante
avant ce point, et strictement croissante ensuite.
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(g)

D’aprés les raisonnements précédents, la poussée optimale T'(t) est :

— soit constante égale & T4, (ce qui peut étre impossible selon les données
initiales et finales),

— soit du type Tyq. puis 0 (une seule commutation),

— soit du type 0 puis T4, (une seule commutation),

— soit du type Tyaq puis 0 puis The, (deux commutations).

5. Raisonnons par labsurde : si p° = 0, alors p,,(tf) = 0. Par ailleurs, p,, est croissante,
donc py,(t) < 0 sur [0,¢7]. Comme p, ne s’annule identiquement sur aucun sous-

intervalle, on en déduit que ® = 122l —p 3> 0 p.p. sur [0,t7], et donc T' = Tpqn

m

sur [0,t7]. Cela contredit 'hypothése d’existence de commutation.

6. (a)
(b)

En utilisant H =0, p;, =0 et p,, = A, on a Ava(t) + T(£)P(t) — gpu, (t) = 0.
Sur [t1,tf], on a T = 0, donc Ava(t) = gpu, (t) d’apres la relation précédente. Par
ailleurs, pour tout ¢ € [t1,ty], on a v = —g donc va(t) = v(t1) — g(t — t1); de
méme, on a p,, = —A, donc p,,(t) = —At + p,,(0). Ce qui conduit & Avy(ty) +
Mgty = gpu, (0).

En ¢ = ty, la relation de la question (a) donne gp,, (ty) = 0, car va(ty) = 0. Donc

Doy (tg) = 0. Comme py, (ty) = =AMty + po, (0), on en déduit que ty = p“QT(O).
Comme tf = p”2T(O), on en déduit que A et p,,(0) sont de méme signe. Montrons

en fait que p,, (0) > 0. Par absurde, si p,, (0) < 0 alors, comme p,, est affine et
Doy (tf) =0, on a p,, (t) < 0 pour tout t € [0,t]. Donc sinf(t) < 0, et 02 < —g

2
sur [0, t7]. En intégrant, on obtient zs(t) < w20+ vt — %t2 < Too+ 02%;. Au temps
; 4
tr, cela contredit 'hypothése zoy > w90 + %. Et donc, A > 0 et p,,(0) > 0.
Par ailleurs, pout tout ¢ € [0, 1], on a 91 = % cos 6 avec

Doy
VP2 F (A + o, (0))2

puis, pour tout ¢ €]t1,¢s], T = 0 donc vy reste constante. Comme vy > v19, cela
impose p,, > 0.

cosf =

3

A priori, en mettant en oeuvre une méthode de tir, on a 5 inconnues, & savoir :

— le vecteur adjoint initial (X, py, , Pu, (0), P (0), p°) (notons que p° # 0), défini
a scalaire multiplicatif prés,

— le temps final ¢y,

et 5 équations :

za(ty) = oy, vilty) = vig, valty) =0, pm(ty) = —p°, H(ty) =0.

Au lieu de faire la normalisation habituelle p® = —1, le vecteur adjoint étant dé-
fini & scalaire mutliplicatif prés, on choisit plutdt, comme A > 0, de le normaliser
de sorte que A = 1. La variable p° ne sert qu’a ajuster 'équation p,, () = —p°.
Donc on peut oublier la variable p° et 'équation p,,(t) = —p°.

Il reste alors 4 inconnues (py,, Pu, (0), pm(0)) et t5, pour 4 équations :
wo(ty) = wap, vilty) = viy, valty) =0, H(ty) = 0.

Remarquons que la connaissance de p,,(0) permet de déterminer la fonction de
commutation ®(t), et donc, le temps de commutation ¢;. On peut donc remplacer
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la variable p,,, (0) par la variable ¢;. On a alors les 4 inconnues (py, , P, (0), t1, ),
et les 4 équations précédentes.
Par ailleurs, dans les calculs précédents, et avec A = 1, on voit que le systéme
d’équations

va(ty) =0, H(ty) =0

est équivalent au systéme d’équations

tf = Pu, (0)7 U2(t1) + gtl = 9Pv, (O)

On a alors 4 inconnues (py, , Pv, (0),t1,15) pour 4 équations :

wa(ty) = zay, vi(ty) = viy, va(ts) + gt1 = gpv,(0), ty = Py, (0).

Le temps final t¢ étant directement déterminé, on se raméne finalement a 3
inconnues (p, , Pv, (0),t1) pour 3 équations :

z2(ty) = wap, vi(ty) = vif, va(t1) + gt1 = gpw,(0).

La méthode de tir se réduit donc a la résolution de ce systéme de 3 équations,
sachant de plus que p,, > 0 et p,,(0) > 0. Pour la programmation, on initialise
de telles valeurs de p,, et py,(0). On résout numériquement 1’équation différen-
tielle pour déterminer (z2(t),v1(t),v2(t)), et on arréte 'intégration au premier
temps t; vérifiant v (t1) + gt1 = gp.,(0) (en Matlab, on utilise un "events"). Sur
Vintervalle [t1,t/] (avec t; = p,,(0)), on calcule explicitement x2(t) et vq(¢) :

(%1 (t) = Cste = Ul(tl), xg(t) = .Ig(tl) + 'UQ(tl)(t — tl) — g(t — t1)2
et on résout le systéme d’équations

zo(ty) = way, vi(ty) = viy,

par une méthode de Newton.

Notons qu’on peut calculer des expressions explicites de x2(t) et vy (t) sur tout
I'intervalle [0, ], mais numériquement il s’avére que cela ne fait pas gagner de
temps.

D’aprés I'expression de @, lorsque ®(t) = 0, on a Ap,, (t) = 0. Comme ® est non

Pugy (O)
A

constante, on a A # 0, donc p,, (t) =0, dou t = . Ce minimum est atteint

dans l'intervalle ]0, ¢ ;[ par définition.
Sur lintervalle [t1,t2], on a T(t) = 0, donc en particulier m(t) et p,,(t) res-

tent constantes : m(t1) = m(ta) et pm(ti) = pm(t2). Or, la fonction ®(t) =
P35, +(Puy (0)—A)?

— pm(t)B s’annule par définition en ¢ et to. On en déduit que

m(t)
VPR + (20 (0) = M1)2 = /02, + (9 (0) = Ma)2,
d’out [py, (0) — At1] = |pu,(0) — At2|, puis, comme t; # ta, on obtient to =
9P (@) _ 4
Py 1
Notons que cela illustre le fait que le graphe de ® sur lintervalle [t1, 2] est

symétrique par rapport au point ¢ = p”2T(O) ou le minimum est atteint.
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(c) Méme raisonnement qu’en question 6.a.

(d) En prenant la relation de la question 7.c en ¢ = ty, et en remarquant que
O(ty) > 0 et va(ty) = 0, on en déduit que p,,(t5) > 0. Comme p,,(-) est affine

Puy (0)
A

et s’annule en , cela impose que A < 0 et p,, (0) < 0.

(e) Sur lintervalle [0,t1], on a p,,(t) < 0, donc ¥2(t) < —g, et donc, en intégrant,

va(t1) < w9o — gt1. Par ailleurs, d’aprés la relation de la question 7.c., on a
va(ty) = g(B2= © _ t1). On en déduit que p”2(0) < e
Sur intervalle [0, 1], on a v2(t) < —g, et sur intervalle [¢1,t2] on a v2(t) = —g

(B2 02 (0) —t) (ce qui signifie en particulier que la

fonction vy (-) est strictement décroissante sur [0, o] et s’annule en 2 ”2)\(0) ; par

ailleurs sur l'intervalle [t2, ¢ 7] la fonction va(+) est soit croissante, soit décroissante

puis croissante, et s’annule en ty). On déduit en particulier de tout cela que

Pvy (Y) (0)
-

et plus précisément vo(t) = g

v2(t) < w20 — gt pour tout ¢ € [0, *22]. Notons que 2 >

(f) On déduit de la question précédente que h(t) < vag — gt pour tout ¢ € [0, v,

et donc en intégrant, h(t) < ho + veot — 3t2 Le minimum de ce trindéme étant
ho + 20, on en déduit que h(t) < ho + %2 pour tout ¢ € [0,* #22]. Notons que,

par hypothese, hg + 2; < hf. On obtlent donc une contradiction si % ty

(puisqu’on doit avoir h(ty) = hg). Si #22 <1, vu que par ailleurs 22 > — © 1

fonction vy(-) est négative sur 1’1nterva11e [#2¢, 5] et donc A(-) est decrmssante sur

2
cet intervalle ; donc h(ty) < ho + ”2—2'(;) < hy et on a également une contradiction.

Exercice 7.3.22 (Sujet d’examen : Controle optimal d’insectes nuisibles par des prédateurs.).
Pour traiter une population zy > 0 d’insectes nuisibles, on introduit dans l’écosystéme une popu-
lation yo > 0 d’insectes prédateurs (non nuisibles), se nourrissant des nuisibles.

1. Dans la premiére partie du probléme, on suppose que les insectes prédateurs que ’on intro-
duit sont stériles, et ne peuvent donc pas se reproduire. Le controle consiste en I'introduction
réguliére d’insectes prédateurs. Le modéle s’écrit

@(t) = x(t)(a —by(t)), x(0) = o,
y(t) = —cy(t) +u(t),  y(0)=yo,

ou a > 0 est le taux de reproduction naturelle des nuisibles, b > 0 est un taux de prédation,
¢ > 0 est le taux de disparition naturelle des prédateurs. Le controle u(t) est le taux
d’introduction de nouveaux prédateurs au temps t, il vérifie la contrainte

0 <u(t) <M,

ot M > 0. On cherche & minimiser, au bout d’'un temps T > 0 fixé, le nombre de nuisibles,
tout en cherchant & minimiser la quantité globale de prédateurs introduits; autrement dit
on veut minimiser

T
x(T) + /O u(t)dt.

On note les variables adjointes p = (ps, py) et p°.

(a) Démontrer que, pour tout contrdle u, z(t) > 0 et y(t) > 0 sur [0,7].
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=

—
o

Ecrire le Hamiltonien du probléme de contréle optimal et les équations des extrémales.

Ecrire les conditions de transversalité.

—
o

Montrer que p° # 0. Que posez-vous pour la suite ?

Démontrer que la fonction ¢ — x(t)p,(t) est constante sur [0, T']. Exprimer cette constante
en fonction de z(T).

—
@

A
—
~

En déduire une expression de p,(t), pour ¢t € [0, 7.

(g) Démontrer que les controles optimaux sont bang-bang, et préciser leur expression.
(indication : démontrer, par I'absurde, que la fonction ¢ — p,(¢t) — 1 ne peut s’annuler
identiquement sur un sous-intervalle)

(h) Montrer qu’il existe € > 0 tel que u(t) = 0, pour presque tout ¢ € [T — &, T (autrement
dit, le controéle u vaut 0 a la fin).

(i) Montrer qu’en fait le controle optimal v admet au plus une commutation sur [0, 7. S’il
y en a une, préciser en quel temps t; € [0, T] arrive cette commutation.
(on ne cherchera pas a établir des conditions sur les données initiales pour qu’il existe
une telle commutation)

. Dans la deuxiéme partie du probléme, on suppose que les prédateurs que ’on introduit se

reproduisent, de maniére proportionnelle au nombre de nuisibles. Cette fois le controle est
le taux de disparition des prédateurs. Pour simplifier I’écriture on normalise les variables de
fagon a ce que les autres taux soient égaux a 1. Le modéle s’écrit alors

#(t) = z(t)(1 - y(1), (0) = o,
§(t) = —y(O)(u(t) — (),  y(0) = yo,

ot le controle u(t) vérifie la contrainte
0<a<u(t) <p.

(a) Démontrer que, pour tout controle u, z(t) > 0 et y(t) > 0 sur [0,T].

(b) On rappelle que, de maniére générale, un point d’équilibre d’un systéme de controle
Z(t) = f(x(t),u(t)) est un couple (z¢,u.) tel que f(xe,ue) = 0.
Donner tous les points d’équilibre du systéme dans le quadrant 2 > 0,y > 0 (et les
représenter sur un graphique dans ce quadrant).

(¢) On cherche a résoudre le probléme de joindre en temps minimal le point d’équilibre
x(ty) = a, y(ty) = 1.
i. Ecrire le Hamiltonien de ce probléme de controle optimal et les équations des extré-
males.

ii. Ecrire les conditions de transversalité.
iii. Montrer que le Hamiltonien est égal a 0 le long de toute extrémale.
iv. Démontrer que les controles optimaux sont bang-bang, et préciser leur expression.

v. Montrer que, le long d’un arc ot le controle u est égal a « (resp. ), la fonction
Fo(r,y)=z+y—alnz—Iny

(resp. la fonction F, en remplacant o par /5 dans la formule) reste constante le long
de cet arc.

vi. Montrer que la fonction F,, admet un minimum global strict au point («, 1).
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vii

viii
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. Calculer £F, (z(t),y(t)), ott la trajectoire (z(-),y(-)) est associée & un controle u(-)

quelconque.

. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que u(t) = «, pour presque tout t € [t; — &,1/]

(autrement dit, le controle u vaut « a la fin).

. Supposons que les données initiales xg et yy sont telles que a < z¢p < [ et yg = 1.
En admettant que la trajectoire optimale admet une seule commutation, donner la
structure du contréle optimal et expliquer comment la construire géométriquement

dans le plan (z,y).

En extrapolant la construction précédente, donner une stratégie de contréle pour

relier n’importe quel point (zg,yo) du quadrant au point («, 1), et décrire comment

mettre en oeuvre numériquement cette stratégie.

Corrigé :

1. (a)

(b)

(c)

Comme u(t) > 0, on a y(t) > —cy(t), donc y(t) > yoe~* > 0. Concernant z(t),
on raisonne par absurde : s'il existe t; € [0,T] tel que x(¢1) = 0, alors x(t) = 0
pour tout ¢, par unicité de Cauchy ; cela est absurde car z(0) = zp > 0.

H = pyx(a —by) + py(—cy + u) + pu, et les équations adjointes sont
Do = _pm(a - by), Dy = bpzT + cpy.

p(T) = p° et p,(T) = 0.
Si p” = 0 alors tout le vecteur adjoint est nul, ce qui est absurde. Dans la suite
on pose p° = —1.

7 2(Opa(t) = 2(O)pa(t)(a = by(t)) — x()ps(t)(a — by(t)) = 0, done @ (t)p(t) =
Cste = —(T) car p,(T) = p° = —1.

L’équation en p, devient alors p, = —bz(T")+cp,. Comme p,(T") = 0, on obtient,
en intégrant,

pylt) = Za(T)(1 — 1),

La condition de maximisation s’écrit maxo<y<m — 1)u, ce qui conduit a
JUX Yy ?

[0 siopy(t)-1<0,
“@_{M si py(t)—1>0,

sauf si la fonction ¢ — p,(t) — 1 s’annule identiquement sur un sous-intervalle.
Supposons, par absurde, que ce soit le cas : py(t) = 1 pour tout ¢ € I. Cela
contredit alors le résultat de la question précédente qui montre en particulier
que la fonction p, est strictement décroissante. Donc la fonction ¢ — p,(t) — 1
ne s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle, et donc le contréle optimal
est bang-bang, donné par ’expression ci-dessus.

Alafin, p,(T)—1 = —1, donc, par continuité, il existe ¢ > 0 tel que py(t)—1 < 0
sur [T — ¢, T], et donc u(t) = 0.

La fonction p, est strictement décroissante (car z(7') > 0 par la premiére ques-
tion), donc la fonction ¢ — p,(t)—1, qui est égale & —1 en ¢ = T', s’annule au plus
une fois. Donc le controle optimal admet au plus une commutation sur [0, 7.
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S’il y a une commutation, elle doit avoir lieu en t1 € [0,T] tel que p,(t1) =1, ce

qui conduit a
=T+ (1- S
T ¢ bx(T) )"

Notons que cette commutation ne peut avoir lieu que si t; > 0 (on a bien, par
ailleurs, t; < T'), done, si z(T') > gl_e%ﬂ En intégrant en temps inverse les
équations, on pourrait remonter & une condition implicite sur les données initiales
pour que cette inégalité soit vraie, donc, pour qu’il y ait une commutation.

Méme raisonnement que pour z(t) dans la question 1.a.

Les points d’équilibre sont z. = ue, y. = 1, pour tout a < ue < 8. On a donc,
dans le quadrant, un segment de points d’équilibres.

i. H=p,z(l—y)—pyy(u—x)+p° et les équations adjointes sont
Pr=—Pa(l—y) —pyy, Py =Dt +py(u—2x)

ii. H(ty) =0.
iii. Le systéme étant autonome, le Hamiltonien est constant le long de toute
extrémale, et cette constante est nulle puisque H(t;) = 0.

iv. La condition de maximisation s’écrit maxocu<a (—pyyu), ce qui conduit,
puisque y(t) > 0, a

B st py(t) <0,

sauf si la fonction ¢ — p,(t) s’annule identiquement sur un sous-intervalle.
Supposons, par l'absurde, que ce soit le cas : p,(t) = 0 pour tout ¢ € I.
D’apreés I’équation différentielle en p,, cela conduit & xp, = 0 sur I, donc
py = 0 sur I. Donc, sur I, on a H = p° et comme H = 0 d’aprés la
question précédente, on en déduit p’ = 0, d’oll une contradiction car le
vecteur adjoint (ps, py, p°) doit étre non trivial. Donc la fonction ¢ — p,(¢) ne
s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle,et donc le contréle optimal
est bang-bang, donné par ’expression ci-dessus.

u(t)z{ a si py(t) >0,

v. Le long d’un arc ot u = «, on calcule immédiatement % F,, (2(t),y(t)) = 0.
Notons que, formellement, on obtient cette intégrale premiére en calculant
dy _ ¥ _ =y a—

=4 = 2= et en intégrant cette forme a variables séparées.
dzx T 11—y =

vi. On fait un développement limité a 'ordre 2 au point (a, 1) :

1 [ h?
Fa(a+h,1+k):a—a1no¢+1+§ (—+k2)+o(h2+k2).
«

Cela montre que F, admet un minimum local strict au point («,1). Pour
montrer que ce minimum est global, il suffit de remarquer que la fonction F,
est (strictement) convexe, ce qui découle du fait que sa Hessienne

est symétrique définie positive en tout point du quadrant x > 0, y > 0.
vii. On caleule £ F, (x(t),y(t)) = (u(t) — o) (1 — y(t)).
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viil. A la fin, on a soit p,(t;) = 0, soit p,(ts) # 0.

Si py(ty) = 0, alors, d’aprés 'équation en p,, on a p,(ty) = pz(ts)a. Forceé-
ment p,(ty) # 0 (sinon, on obtient une contradiction, comme précédemment,
en remarquant que H(t;) = p® = 0). Donc p,(t) # 0, et par conséquent la
fonction p, est de signe fixe dans un intervalle du type [ty —¢,¢s[. Donc, sur
cet intervalle, le controle est constant, soit égal a « soit égal a §. Il ne peut
étre égal & « car sinon, d’aprés la question précédente, la fonction F,, serait
constante le long de cet arc, et comme l'arc doit atteindre le point («, 1),
cette constante serait égale au minimum de F,,, ce qui imposerait donc que
Parc soit constant, égal au point (a, 1) : cela est absurde car on doit avoir
une trajectoire temps-minimale arrivant au point (o, 1).

Sipy(ty) # 0, alors la fonction p, est de signe fixe dans un intervalle du type
[t; —e,ts], et donc, sur cet intervalle, le contrdle est constant, soit égal a «
soit égal & 5. Le raisonnement précédent s’applique de nouveau, et u = a.

FIGURE 7.5 — Exemple aveca =1 et § =3

ix. Au voisinage du point (a, 1), les courbes de niveau de la fonction F, res-
semblent & des cercles. En fait plus on s’éloigne de ce point, et plus les
courbes de niveau ressemblent & des triangles rectangles, asymptotiques aux
axes des abscisses et des ordonnées. Idem pour les courbes de niveau de la
fonction Fj, relativement au point (3, 1).

Partons du point (zg, yo), qui est situé sur le segment reliant les deux points
(o, 1) et (B,1). On part avec le controle u = «, et on reste sur une courbe de
niveau de la fonction F,, (donc, "centrée" sur le point (a,1)). A un moment
donné, on commute sur le controle u = 3, et on reste sur la courbe de niveau
de la fonction Fjg (donc, "centrée" sur le point («, 1)) qui passe par le point
final visé (a, 1).



132 CHAPITRE 7. PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN

x. Sion part de n’importe quel point, on détermine graphiquement une séquence
d’arcs sur les courbes de niveau respectivement de F,, et Fjg qui relie le point
de départ au point d’arrivée.

Exercice 7.3.23 (Sujet d’examen : contrdle de systémes de Lotka-Volterra généralisés.).
Considérons le systéme de Lotka-Volterra généralisé

i(t) = i(t) Ti+zaij17j(t)+04iui(t) ;o t=1...m,
=1

ot les 7;, a;; et les o; sont des réels. On suppose que les controles portent seulement sur les n — 1
premiéres équations, i.e., o, = 0, et on suppose que tous les réels a;, « = 1,...,n — 1 sont non
nuls. Les controdles sont des fonctions mesurables a valeurs réelles quelconques (pas de contrainte),
et on note u = (U, ..., Up_1) .

Dans tout I'exercice, on suppose qu'il existe un point d’équilibre # = (Z1,...,%,)" € ]0, +oo[",
vérifiant r + AZ =0, ot 7 = (r1,...,7,) " et A est la matrice carrée de taille n de coefficients a;;.

1. Etude du systéme sans controle. Dans cette question, on suppose que u = 0.

(a) Montrer que le quadrant |0, 4+o00[™ est invariant (autrement dit si une condition initiale
est composée de réels strictement positifs alors il en est de méme pour la solution en
tout temps).

(b) Soit 8 > 0 quelconque. Etudier la fonction x — z — 5 — G1n 5 sur 10, +o0] et représenter
son graphe.

(¢) Soient ¢y, ..., ¢, des réels strictement positifs, et soit C' la matrice diagonale dont les
coefficients sont les ¢;. On définit la fonction

n
_ _ T
V(x) = iz — % —T;In— ).
(x) Zcz (wl Ti— T n:fl-)
=1
Montrer que

%V(I(t)) =D cil@i(t) = z) (s + (Az(t)s),

n
1=

—

ol (Ax); est la i®™° coordonnée du vecteur Ax.
(d) En déduire que

((t) — 2, (ATC + CA)(x(t) — 7)) .

&.|
~
—~
8
P
~
N
=
Il
| —

(e) On suppose qu’il existe une matrice C' diagonale telle que AT C + C'A soit (symétrique)
définie négative. Démontrer que V est une fonction de Lyapunov stricte dans |0, +oo[™
et en déduire que ¥ est globalement asymptotiquement stable dans cet ensemble.

2. Stabilisation. Dans cette question, on suppose que A est antisymétrique, et on prend
C=1I,.
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()

(b)

Montrer que si u = 0 alors V(z(t)) est constante. Montrer que V est une fonction de
Lyapunov dans |0, +oo[, que T est globalement stable dans |0, +oo[", et représenter
(grossiérement) le portrait de phase du systéme lorsque n = 2.

On veut construire un feedback stabilisant asymptotiquement, globalement dans ]0, +oco[™,
le point d’équilibre Z.
Montrer que

CV ) = Y aulai(t) — ),

et proposer un controle feedback trés simple tel que <V (z(t)) < 0.

On suppose que 'un au moins des coefficients a;,, ¢ = 1,...,n— 1, est non nul, et que A
est inversible. Démontrer que ce controle feedback stabilise globalement (dans ]0, +oo[™)
le systéme vers I’équilibre .

3. Controlabilité. Dans cette question, on suppose que I'un au moins des coefficients a,;,
7 =1,...,n, est non nul.

(a)
(b)

Montrer que le systéme est localement controlable au voisinage du point d’équilibre z,
en temps quelconque.

On suppose qu'’il existe une matrice C' diagonale telle que AT C + C'A soit (symétrique)
définie négative.

Montrer que, quel que soit le point initial z°, il existe un temps T > 0 et un controle
ue L®(0,T;IR™ 1) tels que la solution associée a u et partant de z° arrive au temps 7'
au point d’équilibre .

On suppose n = 2, et A antisymétrique inversible. Montrer que le systéme est globale-
ment controlable dans ]0, +o00[?, au sens suivant : quels que soient les points z° et x!
dans ]0, +oo[?, il existe T' > 0 et u € L>(0,T;R) tels que la solution associée a u relie

2% & 2! en temps 7. Représenter graphiquement la stratégie utilisée.

4. Controle optimal. Soit 7" > 0 un temps final fixé. Soit M > 0. On considére le probléme

de

1,.

(a)

(b)
()

controle optimal de minimiser ||z(T) — Z||? sous les contraintes 0 < w;(t) < M, i =

..,n—1,pour t € [0,T] (le point initial étant fixé).

Appliquer le principe du maximum de Pontryagin & ce probléme de controle optimal :
i. Ecrire le Hamiltonien du probléme.

ii. Ecrire les équations extrémales.

iii. Ecrire les conditions de transversalité.

iv. Ecrire la condition de maximisation.

Démontrer que p° # 0.

Démontrer que, si 'un au moins des coefficients a,;, j = 1,...,n, est non nul, alors les
controles optimaux sont bang-bang.
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Exercice 7.3.24 (Probléme de la brachistochrone : le toboggan optimal.).

On veut trouver la forme optimale d’un toboggan (entre deux altitudes données) pour que, si une
bille est lachée sur ce toboggan (a vitesse initiale nulle), elle arrive & Pautre extrémité en temps
minimal.

Ce probléme se modélise sous la forme d’un probléme de contréle optimal, comme suit. Dans le
plan Euclidien, le toboggan est modélisé par une courbe continue, partant de 'origine et arrivant
a un certain point fixé (z1,y1), avec ;1 > 0. On considére une bille de masse m > 0 roulant sur
ce toboggan. On note (x(t),y(t)) sa position a I'instant ¢. La bille est soumise a la force de gravité
mg et a la force de réaction du toboggan. A Vinstant ¢, on appelle u(t) Pangle (orienté) entre le
vecteur unitaire de ’horizontale et le vecteur vitesse (&(¢),y(t)) de la bille (qui est colinéaire a la
tangente & la courbe). Voir figure 7.6.

Yy
x
0 I
T
NS u(t)
Y1t
mg

FIGURE 7.6 — Probléme de la brachistochrone

Chercher la courbe, revient a chercher 'angle u(t). On décréte donc que u est un controle. En
projetant les équations du principe fondamental de la dynamique sur la tangente a la courbe, on
obtient alors le systéme de controéle suivant :

z(t) = v(t) cosu(t), xz(0) =0, x(ty) = a1,
§(t) = —o()sinu(),  y(0) =0, ylts) =y, (7.32)
0(t) = gsinu(t), v(0) =0, w(ty) libre.
Le controle est u(t) € R, g > 0 est une constante. On veut minimiser le temps final ¢;.
1. (a) Démontrer que, pour tout contrdle u, on a y(t) = —%v(t)?
(b) En déduire qu’un point tel que y; > 0 n’est pas accessible. Désormais, on supposera que
y1 < 0.

(c) Démontrer qu’on peut réduire le probléme de controle optimal (7.32) au probléme de
temps minimal pour le systéme suivant :

z(t) = v(t) cosu(t), x(0)=
0(t) = gsinu(t), v(0) =

s x(tf) =z > 0 fixé,

u(ty) fixé. (7.33)

Que doit valoir v(ty)?
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2. Appliquer le principe du maximum de Pontryagin au probléme de controle optimal (7.33) :

(a)
(b)
(©)
(d)

Ecrire le Hamiltonien du probléme (on notera les variables adjointes (p., p,) et pY).
Ecrire les équations extrémales.
Montrer que le Hamiltonien est nul le long de toute extrémale.

Ecrire la condition de maximisation, et en déduire les controles extrémaux cosu(t) et
sin u(¢) sous une condition qu’on explicitera sous la forme ¢(t) # 0 (préciser la fonction

).

Calculer %(pmv(t)) et %(gpv(t)).

Démontrer que la fonction ¢ ne s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle de
Réécrire le Hamiltonien maximisé, et démontrer que p° # 0. Désormais, on prend p° =
—1.

En déduire que ¢(t) = 1, et en déduire une expression plus simple de cosu(t) et sinu(t).
Montrer que p, # 0.
Etablir que

1
= — ¢ — — sin(2gpst),

1
2002 sin?(gpst) = — (1 = cos(2gpst)) .

1
4gp2

) En remarquant que @ = p,v?, montrer qu'on a forcément p, > 0.

Représenter la courbe paramétrée (z(t),y(t)) pour des valeurs quelconques de p, > 0.
On appelle ces courbes des courbes cycloides.
(on pourra s’aider d’un outil informatique)

On veut démontrer que toute trajectoire optimale joignant (x1,y1) a au plus une arche
de cycloide.

i. Calculer p, et t; dans le cas ot y; = 0.

ii. Dans le plan, tracer toutes les trajectoires optimales joignant (z1,0), pour tout 1 >
0.

ili. En remarquant que, si une trajectoire est optimale sur U'intervalle [0, %], alors, pour
tout ¢1 €]0,%s[, elle est aussi optimale sur lintervalle [0,¢1] pour le probléme de
joindre le point (x(t1),y(t1)), en déduire que toute trajectoire optimale du probléme
(7.32) a au plus un point tel que y = 0. Représenter graphiquement toutes ces
trajectoires optimales, et montrer 'unicité de la trajectoire optimale solution de
(7.32).

iv. A Taide de ce graphique, démontrer que la courbe optimale (x(t),y(t)) joignant
(x1,y1) est telle que :
— y(t) passe par un minimum lorsque y; > —Zz1,
— y(t) est strictement décroissante lorsque y; < —%xl.

5. Résoudre la variante du probléme de controle optimal (7.32), ou on minimise le temps ¢
avec y(ty) libre. Représenter la trajectoire optimale obtenue.
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Corrigé :
1. (a) Il suffit de remarquer que y = —%m’) et d’intégrer.

(b) Conséquence de la question précédente.
(¢) Comme y(t) = —%v(t)Q, on peut oublier 'équation en y. Comme y(ty) = y1 est
fixé, il s’ensuit que v(ty) = £/ —2gy;.
2.(a) H = pyvcosu + p,gsinu + pP.
(b) pr =0 et p, = —p, cosu. En particulier, p, est constante.
(¢) Le temps final est libre, et le probléme est autonome donc H = 0 le long de
toute extrémale.

(d) On obtient

p2v(t)
V (pev(t))? + (gpo(t))?

pourvu que () = (pzv(t))* + (gpu(t))* # 0.
3.(2) &(par(t)) = prgsinu(t) et 4 (gpy(t)) = —prgcosu(t)
(b) Si () = 0 pour tout t € I, alors d’aprés la question précédente on en déduit
que p, = 0. Donc ¢(t) = (gp,(t))? et donc p,(t) = 0 pour tout ¢t € I. Comme
H =0, on en déduit que p° = 0. On a obtenu (p., p,(t),p°) = (0,0,0), ce qui
est absurde.

gpy(t)
V(a0 (®))2 + (gpo(t))?

cosu(t) = ; sinu(t) =

(¢) Le Hamiltonien maximisé s’écrit

H = +/(pz0(t))? + (990 ()2 + .

Comme H = 0 le long de toute extrémale, on en déduit par I’absurde que p° # 0
(sinon on aurait ¢ = 0, ce qui est absurde).
(d) H = 0 donc /(pv(t))2 + (gpu(t))2 = 1, d’ott cosu(t) = pyo(t) et sinu(t) =
gpu(t).
4. (a) Par 'absurde, si p, = 0 alors cosu(t) = 0 donc () = 0 et on n’atteint jamais
le point 21 > 0.

(b) On a v = ¢2p, et p, = —p2v donc ¥ + g*p2v = 0, et comme v(0) = 0 on
obtient v(t) = Asin(gp,t). Comme H = 0 et v(0) = 0, on a ¢°p,(0)* = 1
donc p,(0) = :I:%, donc ©(0) = +g. On en déduit que A = :I:pi, et donc que
v(t) = ip% sin(gpyt).

Ensuite, = v cosu = p,v?, et en intégrant on obtient

x(t) = it - @ sin(2gpyt)
et y = —%vQ donc
1, 1
yh) ==, 7 sin (gpat) = T2 (1 — cos(2gpat)) -
(c) Trivial.

(d) Ce sont des courbes cycloides.
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(e)

i.

ii.

iii.

Siy; = 0 alorssin(gp,ty) = 0 donc gp,ty = m+km avec k € Z, mais comme ¢ ¢

doit étre minimal, on a forcément k = 0 (c’est cela qui va impliquer que toute
. . . . _ ty

trajectoire optimale a au plus une arche de cycloide). Donc p, = Tar- Comme

2gpsty =2m, on a x1 = z(ty) = 2%1, d'on ty = ,/2”% et po = /500

On trace tous les arcs de cycloide (orientés vers le bas).

C’est le principe de la programmation dynamique. On en déduit toutes les
trajectoires optimales, car les arcs de cycloide précédemment calculés par-
titionnent exactement l’ensemble accessible (voir Figure 7.7). L’unicité se
déduit de la représentation graphique.

010

FIGURE 7.7 — Trajectoires optimales

iv. Si gy(t) = 0 alors 2gp,t = 7+ km avec k € Z, et par optimalité, comme

T
29p=

y(t) = 0 est la courbe paramétrée x(ps) = 1755, Y(p2) =

. On obtient que le lieu des points ou

__1_
2gp2~

précédemment, k£ = 0, donc t =
i.e. le graphe

Y= —%:1:. Le résultat en découle.

5. Comme y(ty) est libre, dans le probléme réduit on a donc v(ty) libre, et donc, on
a en plus, par rapport a tout ce qui préceéde, que p,(ty) = 0, et donc v(t;) = 0.
Cela donne 2gp,ts = 7, autrement dit on trouve exactement les points finaux des
trajectoires optimales précédentes, s’arrétant lorsque y = 0.

Cela veut dire que, si y(ty) est libre (avec z7 fixé), on minimise le temps ¢y en
choisissant, sur la Figure 7.7, 'arc de cycloide partant de l'origine et arrivant en
x = x1 avec une tangente horizontale.

137
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Exercice 7.3.25 (Sujet d’examen : contrdle de dynamiques collectives.).
Soient d et N des entiers naturels non nuls. On note || - || la norme Euclidienne de R?, et (-,-) le
produit scalaire associé. Soit M > 0 fixé. On considére le systéme (dit de Krause) de controle

N
UZE}MW@—W@HmﬁL i=1...N, (7.34)

avec v;(t) € R%, les contrdles sont u;(t) € R% On suppose que les coefficients o;; sont symétriques
et positifs : 0;; = 05, =2 0, pour 4,5 = 1,..., N. Ce systéme modélise un réseau de N agents en
interaction, et o;; est le coefficient d’interaction entre les agents i et j.

On appelle consensus un point d’équilibre du systéme (7.34) pour lequel u; = 0 et v; = v; pour
tous les indices 1, j.

1. Stabilisation.

N
(a) On pose 0(t) = Z v;(t) et Z u;(t). Montrer que 9(t) = u(t).

(b) On définit la variance du groupe V(¢ 2N2 Z l|vi(t) — v; ()]12.

i,j=1

Montrer que V(¢ Z lvs(t) — ©||%, puis que

1 N 2 N
0= 3 aulluilt) - v @) + Z £, i)

i,j=1

(c) Dans cette question, on suppose qu’il n’y a pas de contrdle : u; = 0 pour tout ¢. Démontrer
que, si 0;; > 0 pour tous les indices ¢,j = 1,..., N, alors le systéme est globalement
asymptotiquement stable vers un consensus. Déterminer quel est ce consensus en fonction
des données initiales (on remarquera que, en 'absence de controle, on a o(t) = Cst).

(d) Dans le cas général ou o;; > 0, le systéme ne converge pas forcément naturellement
vers un consensus (en donner un exemple simple). Déterminer des controles feedbacks
trés simples qui stabilisent asymptotiquement le systéme vers un consensus. Quel est ce
consensus ?

(e) On veut maintenant déterminer une stratégie de controle feedback au consensus, qui soit
a la fois “parcimonieuse" (i.e., & tout instant au plus un controle u; est non nul), et méne
le systéme au consensus en temps fini. On impose de plus les contraintes |u;(¢)|| < M

pour tout .
On définit un tel controle feedback de la maniére suivante : tant qu’on n’est pas arrivé
au consensus, on considére le plus petit indice j tel que ||v; — 8] = max ||v; — 9|, et on
1IN
pose
v — U S
uj = —M—2 et u; =0 si i#j.

lv; =]

Démontrer que ce feedback répond a la question.
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2. Controlabilité. On suppose que seul le premier agent est controlé, i.e., u; = 0 pour i =

2,...,N. On ne met pas de contrainte sur le controle pour I'instant. On pose a;; = 0;; si
n
1 £ jeta; =— ZU““ et on définit la matrice carrée A = (ai;)1<ij<n de taille N, et la
I
. T
maftrice colonne B = (1 0o --- 0) e RY.

(a) A laide de exercice 2.2.4, montrer que le systéme (7.34) est contrdlable (en temps
quelconque, depuis un point quelconque) si et seulement si le systéme @(t) = Ax(t) +
Bu(t) Vest.

(b) Montrer qu'il existe une matrice orthogonale P telle que P~*AP = diag(0, A2, ..., An)

T
(on remarquera que (1 e 1) € ker A).

(c) Aprés avoir justifié qu’on peut écrire P~'B = (1 Qg e aN)T, démontrer qu’'une
condition nécessaire et suffisante de controlabilité est : 0, Ag, ..., Ay distinctes deux a

deux, et ag---ay # 0.

(d) En imposant les contraintes ||u;(t)|| < M pour tout i, en déduire que, sous cette condi-
tion, le systéme (7.34) est localement controlable au voisinage de tout consensus.
(e) Démontrer que, partant d’une condition initiale quelconque, on peut mener le systéme

(7.34) a n’importe quel consensus, avec un controle parcimonieux, en temps suffisamment
grand, et sous les contraintes |lu;(t)|| < M pour tout i.

3. Controle optimal. Soit v* € R%. On consideére le probléme de controle optimal de mener
le systéme (7.34) en temps minimal ¢y d’un point initial fixé vers un point de consensus
quelconque (i.e., tel que tous les v;(t5) soient égaux), sous les contraintes ||u;(t)|| < M pour
tout <.

(a) Appliquer le principe du maximum de Pontryagin a ce probléme de controle optimal :
i. Ecrire le Hamiltonien du probléme (on note p; € R? le vecteur adjoint associé a
v; € ]Rd)
ii. Ecrire les équations extrémales.
iii. Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint au temps final.
iv. Ecrire la condition de maximisation.

v. Montrer que le Hamiltonien maximisé est nul le long de toute extrémale.

vi. Démontrer que p® # 0.
N
(b) Démontrer que Zpi(t) = 0 pour tout ¢t € [0,T.
i=1
(¢) En lien avec la question 2. (notamment 2.(c)), et en utilisant la matrice A définie dans
cette question, on suppose que chaque couple (A, B;) vérifie la condition de Kalman,
pour tout ¢, ou B; € R? est la colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le i-éme qui
est égal a 1.

Démontrer que les contrdles optimaux sont bang-bang (i.e., saturent la contrainte).

Indication : on montrera que t — p;(t) est analytique, et on raisonnera par
I’absurde.
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Corrigé :
1. (a) Calcul.
(b) Calcul.
(c) OnaV < —V pour un e > 0, donc v;(t) — o = + Zil v;(0).
(d) Prendre u; = —(v; —0) (éventuellement, saturé). On note que 0 reste constante,

donc on converge vers le méme consensus qu’a la question précédente.
(e) Par définition, on obtient V < —2%\/7, d’ou /V (t) < /V(0)— &t tant qu’on
) : : M
n’est pas au consensus. On atteint donc le consensus en temps fini ¢y < J+/ V(0),
avec un controle parcimonieux.

2. (a) Application directe de l'exercice 2.2.4.

(b) (1 e 1)—r € ker A car la somme des colonnes est nulle, et A est symétrique
donc diagonalisable par matrice orthogonale.

(¢) La premiére colonne de P est (1 e 1)T, donc la premiére ligne de P~ = PT
est (1 --- 1). Comme B = (1 0 - O)T, la premiére colonne de P~!
s’écrit (1 Qg - aN)T. Concernant les matrices de Kalman, on a

1 0 . 0
9 )\20[2 Aé\,ilag

P'K(A,B)=K(P 'AP,P7'B) =
N )\NQN )\%71041\[

et en reconnaissant un déterminant de Van Der Monde, on obtient la CNS de
controlabilité.

(d) Trivial.
) On applique 1.(a)v. pour s’approcher (en temps grand) d’un consensus, puis on
applique itérativement le résultat de contrélabilité locale en un consensus, le

long d’un chemin de points de consensus (possible car I’ensemble des consensus
est connexe par arcs).

—
@

N

N
3.(a) i. H= Z oij(Pi, v; — vi) +Z<pi;ui> +p°

i,j=1 i=1

N
. p;=— ZUij (pj — i)
=1

N

iii. L’ensemble cible étant la diagonale, on obtient Z p:(T) = 0.
i=1

iv. w(t) = M”ZZ—SSH pourvu que p;(t) # 0.

v. Systéme autonome, et temps final libre.

vi. Autemps final, H(t¢) = 0, et comme on a consensus, on obtient >, ||p;(t¢)||+
p’ = 0 (le Hamiltonien maximisé vaut toujours cela, méme si p;(tf) = 0).
Par l'absurde, si p° = 0 alors on obtient p;(t;) = 0 pour tout i : absurde.

(b) On a > ,p; = 0 donc ), pi(t) = Cste, et cette constante est nulle en prenant
t="T.



7.3. EXEMPLES ET EXERCICES 141

(c) Tl faut montrer que, pour tout ¢ p;(t) ne s’annule identiquement sur aucun sous-
intervalle. On raisonne par 'absurde. S’il existe un indice i tel que p;(t) s’annule
identiquement sur un sous-intervalle : comme p(t) est solution d’un systéme
linéaire, il est combinaison linéaire d’exponentielles, donc est analytique. Donc
p;(t) s'annule partout sur [0,¢]. Par hypothese, (A, B;) vérifie Kalman donc
on a I'inégalité d’observabilité fotf | B, pi(t)]|? dt = ¢|p(0)]|?, dont on déduit que
p = 0. Mais alors, en reprenant le raisonnement de la question 3.(a)vi., on obtient
aussi p’ = 0, ce qui est absurde.

Exercice 7.3.26 (Sujet d’examen : controle d’un navire en présence de houle.).

On considére le mouvement (planaire) d’un navire en présence de houle.
Dans un référentiel fixe, a I'instant ¢, le navire est repéré par trois
coordonnées (z(t), y(t),0(t)), ot (z,y) est la position dans le plan
R? et 0 est un angle par rapport & un axe fixe. On note v(t) la
vitesse relative latérale due a la houle. Le pilotage du navire se
fait avec deux controles scalaires (supposés non contraints) : uq ()
(controdle de la vitesse axiale) et ua(t) (controle de la rotation du
navire). Le systéme s’écrit

x(t) = up(t) cos(t) — v(t) sin O(t)
Y(t) = up(t)sin@(t) + v(t) cos O(t)
0(t) = ua(t)

(t) = —ur (Bua(t) — v(t)

Le systéme part d’une condition initiale fixée :
I(O) = Zo, y(O) = Yo, 9(0) = 905 U(O) = Vo-

1. Controlabilité.
(a) Ecrire le systéme linéarisé en le point d’équilibre (Z,, 0,7 = 0), @ = 0, G = 0. Montrer
qu’il n’est pas controlable, méme si on se restreint aux 3 premiéres variables.

(b) On fixe maintenant le contrdle us(t) = 1 constant, et on suppose que 6y = 0. Ecrire le
systéme de controle qui en résulte (controlé par uq), et étudier sa controlabilité.

(¢) On fixe maintenant le controle uq(t) = 1 constant. On suppose vy # 0.
i. Ecrire le systéme de controle qui en résulte (controlé par ug). Calculer la trajectoire
(Z(t),5(¢),0(t),u(t)) associée au contrdle us(t) = 0.

ii. Linéariser le systéme le long de la trajectoire associée a us(t) = 0, et étudier sa
controélabilité.

iii. Que peut-on en déduire pour le systéme non linéaire de départ ?

2. Controéle optimal. On considére le probléme de rejoindre la position finale z(ty) = 1,
y(ts) = y1, 0(ty) = 61 (avec ty et v(ty) libres), en minimisant fgf (u1(t)? + ua(t)?) dt.
On admet temporairement étre dans le cas normal, et on normalise le vecteur adjoint de
sorte que p’ = —1/2.

(a) Ecrire le Hamiltonien du probléme de controle optimal. On note py, py, P, Py les coor-
données adjointes.
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(b) Ecrire les équations extrémales adjointes.

(c) Ecrire les conditions de transversalité sur I’adjoint et sur le temps. En particulier, montrer
que le Hamiltonien est nul le long de toute extrémale.

(d) Condition de maximisation.

i. Ecrire le systéme en (u1,us) obtenu en appliquant la condition de maximisation
du principe du maximum de Pontryagin, et le résoudre sous une condition qu’on
précisera.

ii. Montrer par 'absurde que la fonction ¢ — p,(t) n’est constante, égale & 1 ou a —1,
sur aucun sous-intervalle.

Indication : Si p, = ¢ = £1 est constante sur un sous-intervalle I non trivial,
montrer alors qu’on doit avoir u; = uy = 0, § = Cste sur I. Montrer qu’on
doit avoir I = [0, ty] puis conclure.

(e) (Question bonus, plus difficile) Montrer que le cas anormal p® = 0 n’arrive pas si v # 0.

Indication : Montrer que p, ne s’annule identiquement sur aucun sous-intervalle.
Puis exprimer les contréles extrémaux et analyser les limites des différentes com-
posantes en ¢ = ty.

Corrigé :

1. (a) Le systéme linéarisé est
6k = cosfduy —sinf v, 6y =sinfdug + cosfdv, 660 = dus, 60 = —dv.

Comme 6v(0) =0 on a dv = 0 et on a di = cos duy, 6y = sin b duy, 860 = dus,
qui n’est pas controlable.

(b) On a 6(t) =t, et & = uycost —vsint, §y = uysint +vcost, v = —u; — v, qui est
un systéme linéaire instationnaire avec les matrices

0 0 —sint cost
A{t)=10 0 cost |, B(t) = | sint
0 0 -1 -1

On applique le théoréme de Kalman instationnaire, on calcule

cost . 2sint
Byo=B=|sint|, By=ABy— By=|—2cost |,
-1 1
. —sint — 2cost
By = AB1 — By = cost — 2sint |,
-1
0
et ona By —2By+ %Bl = 0 donc rang(By, B1, B2) = 3 pour tout temps.
—5/2

Donc le systéme est contrélable en tout temps.

(¢) En fixant uy =1, on a & = cosf —vsinf, §y = sinf + v cos b, 0 =uy, O =us —v.
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i. La trajectoire associée a ua(t) = 0 est

Z(t) = 20 + (cosbp) t +vgsinfy (1 — e "),
) =Y + (sin@o) t — vg cos 90 (1 — eit),
) = 907
)
ii. En écrivant z(t) = Z(t) + dz(t), y(t) = y(t) + oy(t), 0(t) = 6y + 50(t),

v(t) = 0(t) + dv(t), on obtient comme systéme linéarisé le long de cette
trajectoire, le systéme linéaire instationnaire dont les matrices sont

0 0 —wvpefcosfy—sinfy —sinfy 0
0 0 wvpe 'sinfy+cosly cosb 0
A =19 o 0 T | BO=|
0 0 0 -1 -1

On applique le théoréme de Kalman instationnaire, on calcule

X —vge " cos by
Bo=B= ? . By=ABy— By = er_(’;sineo |
! 1
—sinfy —wvoe " cos by
By = AB, — B, = cos o + 06)64 sin 0y 7
-1
sin y — voe ™" cos b
By=ABy — By = [ 7 B0 +8’0€_t5m90 ’
1

et on voit facilement que rang(By(t), B1(t), Ba2(t), Bs(t)) = 4 pour tout ¢. En
effet, seul By(t) a une 3éme coordonnée non nulle, il suffit donc de regarder
les 3 autres. Or, on a

sin 90 0
By — By = —cgs@o ; Bs + By — 2B = 8 ;
2 -2
et on a
—voe tcos by sinf, 0
det voe tsinfy —cosfy 0 | #0.
1 1 -2

iii. On en déduit que le systéme non linéaire de départ est localement contrélable
le long de la trajectoire associée a u; = 1, ug = 0 (notons que le controle de
référence est a l'intérieur du domaine de contraintes).

2. (a) H = (—pq sin+py cos §—p, )v+(pz cos 04py sin 0)uy +pyuz —pyuiug— 5 (uf+u3).
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(b) pr = 0,py =0, pg = (pycosb + pysinb)v + (pysiné — p,cos@)uy, p, =
D Sin 6 — p, cos 0 + py.

(c) v(ty) est libre donc p,(ty) = 0, et par ailleurs ¢y est libre et le systéme est
autonome donc H = 0 le long de toute extrémale.

(d) i g—fl = g—g = 0 donne le systéme u; +pyus = py cos0+pysing, pyus+us =

po, dont le déterminant est 1 — p?, et qui conduit &

~ pzcost + p,sind — pype
a 1-p3

_ —Pu(pzcosb + pysinb) + py
B 1—p?

U1 ) U2 )

si la fonction ¢ — 1 — p,(#)? ne s’annule identiquement sur aucun sous-
intervalle.

ii. Si p, =& = £1 est constant sur un sous-intervalle I non trivial, alors on a
Py = 0 sur I, et on déduit de I’équation de p, que p,sinf — p,cost = —¢
sur I. Donc forcément (ps,py) # (0,0) et 6 est constant sur I, et donc aussi
Uy = 6 =0sur I.

Le long de I, on a donc 0 = H = (p, cos§ + p, sin0)u;.

Par ailleurs d’aprés la question précédente, et comme uo = 0, on a u; =
px cos 0+ py sin@ sur I. Donc 0 = u? et donc uy = 0 sur I. Notons que pp = 0
donc py est constant aussi sur I.

Sur I, le systéme est donc réduit & & = —wvsinf, y = vcosf, v = —v, avec 0,
Dz, Py, Do €t p, constants, et par unicité de Cauchy il ne peut y avoir aucune
commutation, donc forcément I = [0,¢s]. Mais alors p, = ¢ contredit le fait
que py(ty) = 0.

(e) Si p° = 0, on recommence 1'étude ci-dessus. Les équations adjointes sont in-
changées. Mais maintenant, les équations g—i = 3_52 = 0 donnent p,us =
Dg cosf + p, sin b, p,ur = py, qui peuvent se résoudre si p,, # 0.

Si p, = 0 sur un sous-intervalle I non trivial, alors psg = 0 et p, cos @ + p, sinf =

0 sur I, et d’aprés ’équation en p,, on a aussi p,siné — p,cos = 0 sur 1.

Des deux derniéres équations, on déduit que p, = p, = 0. On a donc obtenu

(p(+),p”) = (0,0) sur I, ce qui est absurde.

Donc uy = pg/py et us = ¢/py, avec ¢ = p, cosf + p, sind. Comme p,(t;) = 0,

on doit forcément avoir ¢(t;) = 0 (sinon, on voit facilement que fg Tug(t)? dt =

400, ce qui est impossible car il existe manifestement des controles & coiit fini

qui rejoignent la cible). Le méme argument donne aussi py(ty) = 0.

Comme 6(t¢) = 61, on doit donc avoir p, cos#y + pysinf; = 0. Notons que

(pz, py) # (0,0) (car on a déja pe(ts) = pu(ty) = p® = 0). En posant e = +1,

on peut donc supposer que p, = —esint et p, = ecosf;. Donc ¢ = p, cos0 +

pysing = esin(f — 01) et —pg sinb + p, cosf = e cos(d — 61).

L’équation en p, est p, = p, —ecos(f — 61). Comme O(t;) = 01 et p,(t;) = 0,

on obtient donc p,(t) ~ e(ty — t) au voisinage de ¢t = ty.

L’équation en 6 est

¢ esin(@ —6;)
Do Do

G(ttf)—:fl. En posant s = ty —t et

z(s) = 0(t) — 01, on doit donc avoir z(0) = 0 et 2/(s) ~ —@ donc z(s) ~ Cst/s
ce qui donne donc z(s) = 0.

donc au voisinage de t = t; on a (t) ~
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On conclut donc par unicité de Cauchy que 6 = 6y, puis ¢ =0, uz = 0 (notons
que p, n’est pas identiquement nul).

Par ailleurs, le Hamiltonien maximisé est nul le long de toute extrémale, ce qui

donne la relation (cos(6 — 61) — p,)v + £2 = 0 le long de toute extrémale. On
en déduit, par unicité de Cauchy7 que v = (. On obtient une contradiction car
Vo 7§ 0.

Exercice 7.3.27 (Sujet d’examen : controle des équations de Maxwell-Bloch). Les équations de
Maxwell-Bloch a valeurs réelles modélisent 'interaction entre la lumiére et la matiére et décrivent
la dynamique d’un systéme quantique & deux états & valeurs réelles interagissant avec le champ
électromagnétique dans une cavité optique. Il s’agit du systéme de controle dans R?

8-

i1(t) = w2(t) +ui(t)
To(t) = 21(t)w3(t) + ua(t)
#3(t) = —21(t)22(t)

ot état est x(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)) T € R? et le controle est u(t) = (uy(t), ua(t)) € R

1. Remarques générales sur le systéme. On pose

1 1
—(x3+23), L) =cz]+as.

Liz) =3 2

(a) Calculer 411 (z(t)) et % I>(2(t)) le long d’une trajectoire quelconque.

(b) Montrer que si u = 0 (systéme sans controle) alors I; et I sont constantes le long de
toute trajectoire et montrer que le systéme s’écrit alors

#(t) = VI, (z(t)) A VIo(x(t)).

2. Etude des points d’équilibre.

(a) Montrer que tous les points d’équilibre (Z, %) du systéme sont donnés par les familles
paramétrées

F1={2=(0,b,¢), u=(-b,0) | b,c € R}, Fo={% = (a,0,¢), u=(0,—ac) | a,c € R}

(b) Linéariser le systéme en un point de F; et donner une condition nécessaire et suffisante
de controlabilité de ce systéme linéarisé.

(c) Linéariser le systéme en un point de F» et donner une condition nécessaire et suffisante
de controlabilité de ce systéme linéarisé.

(d) En déduire que le systéme est localement controlable autour de tout point d’équilibre
qui n’est pas de la forme z = (0,0, ¢), u = (0,0).

3. Stabilisation en z = (a,0,0) avec a # 0.
Dans cette question, ’objectif est de stabiliser localement le systéme en le point d’équilibre
zZ = (a,0,0), u = (0,0), ot a # 0 est fixé.
(a) Montrer que le systéme linéarisé en ce point, & = Adx + Bdu, est stabilisable par
feedback linéaire du = Kdx.
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(b) On cherche une matrice K particuliére permettant de stabiliser le systéme, de la forme

K = (%1 IS 8) Montrer que A + BK est Hurwitz si et seulement si k1 < 0 et
2

ko < —kqy et ko 75 0.
(¢) En déduire que le systéme non linéaire est localement stabilisable en Z, et donner la
forme des feedbacks.

4. Controlabilité globale vers 1’origine.
On suppose que z1(0) = 29, 22(0) = 29, 23(0) = 29 et on veut trouver une stratégie de
controle permettant d’atteindre I'origine (0,0,0). On suppose d’abord que z§ # 0.
(a) On pose u; = —x9. Montrer que, pour tout 7' > 0, il existe un contréle us permettant
d’amener le systéme a x1(T) = 29, 2o(T) = 0, 23(T) = 0.
(b) En déduire une stratégie de controle permettant d’atteindre origine en temps quel-
conque (on pourra utiliser le résultat de la question 1(a)).

(c) Comment faire lorsque 2§ = 0?

5. Controdle optimal vers 1’origine.
On suppose que z1(0) = 29, 22(0) = 29, 23(0) = 9. L'objectif de cette question est
d’amener le systéme a l'origine, z(ty) = 0, en temps minimal, sous la contrainte uy(¢)? +
ug(t)? < 1.
a) Ecrire le Hamiltonien du probléme de controle optimal. On note l'adjoint (p,p") avec
Ecrire le Hamiltonien d bleéme d trole optimal. O te ladjoint 0
p = (p1,p2,p3)-
(b) Ecrire les équations extrémales adjointes.
(¢) Montrer que le Hamiltonien maximisé est nul le long de toute extrémale.
ontrer par Pabsurde que la fonction ¢ — p1(¢)* + p2(t)? ne s’annule identiquement sur
d) Montrer par ’absurde que la fonction ¢ — p1 ()% + pa(t)? ’ le identiq t
aucun sous-intervalle.

(e) Résoudre la condition de maximisation du Hamiltonien et donner les controles optimaux.

6. Oscillateur auto-entretenu de Van der Pol dans le systéme de Maxwell-Bloch.
Dans cette question on suppose que u; = 0 et on controle le systéme uniquement a l'aide
de us.

(a) A laide de 1(a), montrer que le systéme se réduit a
21 (t) = w2()

IQ(t) = IQIl(t) — %Il(t)g + UQ(t)

avec [ = %xl (0)2+23(0), i.e., a’équation de Van der Pol avec controle i1 — Iz + %:v? =
us (et noter que w3(t) = Iy — 1a1(t)?).

(b) On pose V(z1,22) = 323 — 2a? + Laf. Calculer £V (z(t),22(t)) et remarquer que si
ug = 0 alors V est constante le long des trajectoires.

(¢) Soit C' > 0. On pose ug = —x2(V(21,22) — C). Montrer que toute trajectoire telle que
(21(0),22(0)) n’est pas égal a (0,0) ni & (++/215,0) lorsque I > 0, converge vers la
courbe définie par V(z1,22) = C.
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Corrigé :

1. (a)
(b)
2. (a)

(b)

jl = T2U2 et jg = T1Uq.

Trivial.

D’apreés la troisiéme équation, on a soit 1 = 0, ce qui conduit a la famille F7,
soit xo = 0, ce qui conduit a la famille F.

0 1 0 10

A=|c¢c 0 0|,B=10 1], et par Kalman la CNS de contrélabilité est
-b 0 0 0 0

b # 0.
0 1 0 1 0

A=|c¢c 0 a],B=10 1], etpar Kalman la CNS de contrélabilité est
0 —a O 0 0

a # 0.
Controlabilité du linéarisé implique controlabilité locale.

D’aprés 2(c), le systéme linéaire (avec ¢ = 0 et a # 0) est controlable donc
stabilisable par feedback linéaire.

On calcule xaypr(A) = A3 — (k1 + k2)A2 + (a? + k1k2)\ — a®k; et on obtient
par la table de Routh que A + BK est Hurwitz si et seulement si

k1 <0, ki + ko <O, (kl + kg)(a2 + klkg) < a2k1.
La troisiéme condition s’écrit ko (k3 + a® + k1k2) < 0. Si ky < 0 alors kf + a? +

k1ks > 0 et il n’y a pas d’autre condition. Si ks > 0 (notons qu’on ne peut pas
kf+a2
— k1

avoir ko = 0) alors on doit avoir ko < —k; et ko <

ona —k; < k%%k'f (car k2 < k2 + a2). D’out la CNS demandée.

(avec —k1 > 0), mais

Le feedback u1 = ki(x1 — a), us = kaxse avec ki, ko vérifiant la CNS, rend le
systéeme LAS en 7.

Avec u; = —xp on a z1(t) = Cste = 29 et le systéme se réduit au systéme
linéaire autonome @9 (t) = 2923(t) + ua(t), @3(t) = —a922(t) dont les matrices
0 9 1 .
sont Ay = < 20 %1) et By = <0> et qui est donc controlable en temps
—I

quelconque par Kalman.

D’aprés 4(a), on améne d’abord le systéme au point (29,0, 0). Ensuite, on pose
uz = 0 et alors, par 1(a), I reste constante donc xo(t) = x3(¢) restent égaux a
0 et le systéme se réduit & 1 = u;1 et alors on peut trivialement amener x1 & 0
en temps quelconque.

Si 2§ = 0, on pose u; = —22 + 1 pendant un temps quelconque, ce qui améne le
systéme a un point en lequel ;7 # 0. Puis on applique la stratégie précédente.

) H = p1zo + pazi23 — psz1®2 + prug + pous + p°.

(b) p1 = —paox3 + pax2, P2 = —p1+p3r1, P3 = —pa2Ti.

) Le temps final libre et le probléme est autonome, donc le Hamiltonien maximisé

est nul le long de toute extrémale.

Par labsurde, si p; = 0 et po = 0 sur un intervalle I alors, d’aprés 5(b), on a
aussi p3x1 = 0 et pgaxo = 0 sur I, p3 constante sur I, et d’aprés 5(c) on a aussi
—pax1w2 +p° = 0 sur 1. On a forcément p3 # 0 (sinon on aurait aussi p° = 0 et

147
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donc (p,p®) = (0,0) : absurde), donc 1 = 0 et x5 = 0 sur I, et p° = 0. Ainsi, sur
lintervalle T, z1(t) et 22(t) sont identiquement nuls, x5(¢) est donc constante (et
on doit avoir u; = —x5 et ug = —zyx3 sur I) : 'état complet est donc constant
sur I. Une telle stratégie ne peut pas étre temps-minimale. On a donc obtenu
une contradiction.

_ pi(t) _ p2(t)
wlt) = e 20 = e

Trivial.

V = X2U2.

Avec ug = —x9(V — C') le systéme dynamique devient
i:l = T2
. 1 1 I 1

Ses points d’équilibre sont (0,0) et aussi (++/213,0) lorsque de plus I > 0. On a
V = —23(V—C). La courbe V = C est diffecomorphe a un cercle unité (voir figure
7.8) et I'ensemble {V < C'} est lintérieur de ce disque déformé (contenant le ou
les points d’équilibre). Prenons un point initial distinct des points d’équilibre. Si
V < C (resp., V > C) en ce point alors V' a tendance a croitre (resp., décroitre).
On déduit du principe de LaSalle que toute trajectoire ne partant pas d’un point
d’équilibre converge vers la courbe V = C.

A R e

P | S A e

A T SRR E——

e NG e s i A e

F1GURE 7.8 — Convergence vers la courbe d’équation V = C

Exercice 7.3.28 (Sujet d’examen : Thérapies antiangiogéniques.). On s’intéresse au controle de
I’angiogenése tumorale, i.e., au controle thérapeutique de la prolifération de cellules cancéreuses
développant de nouveaux vaisseaux sanguins.
On note x(t) le volume de la tumeur et y(¢) la capacité du systéme vasculaire développé par la
tumeur, au temps t. L’évolution de ces quantités est modélisée par le systéme de controle

. T
T =—xln—

y=S(z,y) — I(x,y) —uy

(S)
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ou le contrdle u € L>°(0,400) (traitement antiangiogénique) vérifie la contrainte
0<u(t) <M

pour presque tout ¢, avec M > 0 fixé. Les fonctions S (stimulation) et I (inhibition) sont continues
sur [0, +o0), de classe C* sur (0, +00)? et vérifient

S(z,y) 20,  I(z,y) >0, I(2,0)=0 Vr,y>0 (H1)
et, le long de la diagonale,
S(x,x) = I(x,x) —Mx <0  V&>0 (Hs)

Soient xg > 0 et yo > 0 fixés. On suppose que x(0) = zq et y(0) = yo.

1. Préliminaire.
Montrer que, pour tout controle u a valeurs positives, on a z(t) > 0 et y(t) > 0 pour tout
t > 0 tant que la solution est bien définie.

2. Controle optimal.
Soit A > 0 fixé. On s’intéresse au probléme de controéle optimal consistant & minimiser x(ty),
en temps final t; > 0 libre, sous la contrainte supplémentaire fotf u(t) dt < A.

Pour modéliser cette contrainte supplémentaire, on introduit la nouvelle variable d’état z(t)
vérifiant 2 = u, 2(0) =0, z(t5) < A.

(a) Montrer que le probléme de contrdle optimal se met sous la forme

, x
= xlny x(0) = g
y="5y) - I(z,y) —uy  y(0) =wo

Z=u 2(0)=0, =z(t;)<A
min z(tr), 0<u<M

On suppose désormais qu'il existe une trajectoire optimale, définie sur [0, ¢ /] avec t; > 0.
(b) Appliquer le principe du maximum de Pontryagin a cette trajectoire optimale :
i. Ecrire le Hamiltonien du probléme (on note (ps, py, pz,p°) les variables adjointes).
ii. Ecrire les équations extrémales.
iii. Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint au temps final.
iv. Ecrire la condition de maximisation et en déduire ’expression du controéle optimal.
v. Montrer que le Hamiltonien maximisé est nul le long de toute extrémale.
(c) Montrer que z(ty) = y(ts) et que &(ty) = 0.
Indication : Dans le quadrant (z > 0,y > 0), on considérera la monotonie de z(-)
dans chacune des régions x < y et x > y.
(d) L’objectif de cette question est de montrer que z(t;) = A et que p. < 0.

i. On raisonne par contradiction et on suppose que p, = 0. Montrer alors que p° # 0
(on normalise alors p® = —1).

ii. En déduire qu’il existe € > 0 tel que u(t) = M sur lintervalle [t; —e,ty].

Indication : Etudier le signe de p,(-).



150

CHAPITRE 7. PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN

ili. En déduire que &(t) < 0. Trouver une contradiction et conclure que p, # 0 et que
Z(tf) = A.

iv. Montrer par ’absurde que p, < 0.

Montrer que le contréle u est non trivial sur [0,¢/] et qu’il existe £ > 0 tel que u(t) =0
sur [tf - E,tf].
Montrer que p° # 0 (on normalise alors p° = —1).

Montrer que si 22 = 9L alors p,(t) < 0 pour tout t € [0,tf] et p,(t) < 0 pour tout

te0,ty).

On pose ¢(t) = p. — py(t)y(t) (fonction de commutation). Montrer que ¢ = pyz +
Dy (yg—i —S—yg—fl—i—l).

Montrer que si les fonctions S et I sont positivemeargc 1—%?mogénes par rapport a y (ce

qui équivaut a dire que yg—i =Set yg—fl =1) et si 32 — 5= # 0 alors u est bang-bang.

Indication : Montrer par ’absurde que ¢ ne s’annule identiquement sur aucun
sous-intervalle.

Montrer que si g—i = % et yg—j e ya—é + I > 0 (cest le cas par exemple pour

S(x,y) = by® avec b > 0 et o > 1, et I(z,y) = 0) alors il existe ¢ € (0,t7) tel que
ult) = M si 0<t<ty
L0 st <t<ty

3. Stabilisation.
Dans cette question, on suppose que

S(z,y)=ba, I(z,y) =23

ou 0 < b< M est fixé.

(a)

(b)

()

Montrer que les points d’équilibre ((Z,%), @) du systéme (S) dans la région (x > 0,y >
0,0 < u < M) sont donnés par la famille & un parameétre

T=3=0b-u)%%  0<a<b.

En un point d’équilibre tel que @ < b, linéariser le systéme et montrer qu’il est contro-
lable. En déduire que le systéme (S) est localement controlable (et donc localement
stabilisable par placement de poles) autour de tout point d’équilibre tel que 0 < @ < b.

Déterminer les controles linéaires feedback (par placement de poles) qui stabilisent
asymptotiquement le systéme linéarisé, et en déduire une famille de controles feed-
back stabilisant asymptotiquement le systéme (5) autour d’un point d’équilibre tel que
0<u<b.

On pose ¢ = % et u = bqg — ¢*/3y*/®> + v ou v est un nouveau controle. Noter que ce
changement de variable respecte la contrainte initiale sur v si ¢ est suffisamment proche

de 1 et y pas trop grand.

i. Montrer que le systéme (S) est équivalent a
¢=—qlng+uvq
y=—vy

(57

ii. Montrer que V(q,y) = %qQ Inq — %qQ + % + %yQ est une fonction de Lyapunov pour
le systéme (S’) avec v = 0, autour du point d’équilibre (¢ =1,y = 0).
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iii. Déterminer un controle feedback qui rend le systéme localement asymptotiquement

stable en (¢ =1,y = 0).

Corrigé :

1. Tant que la solution est bien définie, I’hypothése (H;) implique que 0 est sous-
solution de l'équation différentielle en y, donc y(t) > 0, et par ailleurs @(t) =
—x(t) f(t) donc x(t) > 0.

2. (a)
(b)

Trivial.
L H=—pxlni+py(S(z,y) —I(z,y) —uy) + pzu

g = oo (241) —p (E-8), by = -mt-n (E-%L-u),
p. =10
iii. pu(ty) =p°%  pylty) =0,  p,=0siz(ts) <A (et rien sinon).

iv. On maximise (—p,y+p.)u pour 0 < u < M donc u(t) = 0si p, —p, (H)y(t) <
0, u(t) = M si p, —py(t)y(t) > 0, et u(t) est indéterminé sur les intervalles
ot p. —py()y(t) = 0.

v. Le temps final est libre et le Hamiltonien ne dépend pas de ¢, donc H =0 le
long des extrémales.

Dans larégion z < yonaln ¥ < 0donc z(-) croit, donc le point final (z(ts), y(ts))
ne peut appartenir a cette zone, car le point au temps ¢ty — e, avec £ > 0 petit,
est meilleur.

Dans la région z > y on a ln% > 0 donc z(-) décroit, donc le point final

(x(tr),y(ts)) ne peut appartenir a cette zone, car en prolongeant la trajectoire
par exemple avec u = 0, le point au temps ¢ + €, avec € > 0 petit, est meilleur.

Donc z(ty) = y(ts) (> 0). D’aprés 'équation en = on a donc aussi &(ty) = 0.

i. Supposons que p, = 0. Comme p,(t;) = 0 et p,(tf) = p° on a forcément
p’ # 0 (sinon le vecteur adjoint total serait trivial, ce qui est absurde). En
normalisant p° = —1, on a donc p,(tf) = —1.

ii. D’apres 'équation de p,, puisque z(t5) = y(ty) et p(t5) = —Llet py(ty) =0,
on a py(ty) = 1, donc, par continuité, p,(-) est strictement croissante sur un
intervalle [ty —e,t¢] avec € > 0. Comme p,(t¢) = 0 on a donc p,(t) < 0 sur
[ty —e,tf) et donc, comme p, = 0, on a p, — py(t)y(t) > 0 sur [ty —e,ty)
donc u(t) = M sur cet intervalle.

iii. On calcule & = -4 (111% + 1) + £y donc, comme z(ty) = y(ts), on en dé-
duit que #(ty) = y(ty) = S(x(ty), x(ty)) — L(x(ty), x(ty)) — Ma(ty) <0 par
I'hypothése (Hz). Comme &(tf) = 0 (par 2.c), on en déduit que x(-) est stric-
tement croissante sur un intervalle [ty —n,ty), ce qui contredit optimalité
(car on minimise z(ty)).

A ce stade, on a donc montré que p, # 0. Donc z(t;) = A (car d’aprés 2.b.iii,
si z(ty) < A alors p, = 0).

iv. Par Pabsurde, si p, > 0 alors p, — py(t)y(t) > 0 sur un petit intervalle
[ty —e,tr) (car py(ty) =0), donc u(t) = M sur cet intervalle et on trouve la
méme contradiction que ci-dessus en se servant de I’hypothése (Hz). Donc,
comme p, # 0, on conclut que p, < 0.
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(e) Le contrdle u est forcément non trivial (sinon on aurait z(t;) = 0 < A). Comme
p: < 0onap., —py(t)y(t) < 0 sur un petit intervalle [ty —e,t;) donc u(t) =0
sur cet intervalle.

(f) Par Pabsurde, si p° = 0 alors p.(ty) = p,(tf) = 0 donc, d’aprés les équations
différentielles de p, et p,, on conclut par unicité de Cauchy que p,(-) = 0 et
py(-) =0 sur [0,¢f]. Or H =0 (par 2.b.v) donc p.u = 0 et donc, comme p, < 0,
on en déduit que u = 0, ce qui contredit 2.e.

(g) Comme g—i — % =0onap, = P (ln% + 1) donc p, ne s’annule jamais (par
unicité de Cauchy), et comme p,(t;) = —1 on conclut que p,(t) < 0 pour tout
t €0, tf].

Supposons que py(t1) = 0 en un temps ¢;. D’aprés équation différentielle en
py on a alors py(t1) = _pw(tl);gig > 0. Donc la fonction ¢ — p,(t) ne peut
traverser 1’axe des abscisses qu’en croissant strictement : elle n’a donc qu’un
seul zéro au plus. Comme p,(t5) = 0, cela implique donc que p,(t) < 0 pour

tout ¢t € [0,¢y).
(h) Calcul trivial.

(i) On a ¢ = p,x. Par 'absurde, si ¢ = 0 sur un intervalle J alors p, = 0 sur J. On
déduit de I'équation différentielle de p, que p, = 0 sur J. Par unicité de Cauchy
on a p,; =p, =0 sur [0,t7], ce qui contredit le fait que p,(t;) = —1.

(j) D’aprés 2.g on a pg(t) < 0 et py(t) < 0 sur [0,¢5), d’ou ¢ < 0 et donc ¢ est
strictement décroissante sur [0,t¢]. Comme on sait déja que u est non trivial et
finit par un intervalle ou v = 0, on conclut.

3. (a) Trivial.

(b) Le systéme linéarisé en (z,z,u) (avec & = (b—u)>/?) est donné par le couple de

matrices
-1 1 0
1= e i) 7= (%)

qui vérifie la condition de Kalman dés que Z # 0, i.e., u < b.
On en déduit la controlabilité locale de (S) dés que 0 < @ < b (cette condition
assurant que @ est a U'intérieur de [0, M]).
-1 1
(c) Oncherche K = (k1 ko) tel que A+BK = (b _2@ gk (@5 ra+t a‘:kg))
soit Hurwitz (i.e., trace < 0 et déterminant > 0), ce qui donne

PB4 a4+14+7ky >0 et gﬁ“+a—b+ﬂm+kg>o

Sous ces conditions sur kq et ks, le feedback u = a4+ k1 (v —Z) + ko (y — 7) stabilise
localement le systéme (S) en un point d’équilibre tel que 0 < @ < b.

(d) i Trivial.
ii. La fonction ¢ — 2¢*Ing — £¢* + % sur (0,+00) est décroissante sur (0, 1]
et croissante sur [1,4+00) et a un minimum global en ¢ = 1 (qui vaut 0).

Par ailleurs, en prenant v = 0, on obtient V= —¢*1n? ¢. On en déduit que
V' est une fonction de Lyapunov (non stricte), autour du point d’équilibre

(g=1,y=0).
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iii. OnaV = —¢*In? q+v(q? In g—y?) et on peut prendre v = —esat(—1,¢* Ing—
y?,1), avec € > 0 assez petit pour rendre le controle admissible (si c’est
possible au point de départ). On conclut la stabilité asymptotique par LaSalle
(on peut construire plutdt un controdle lisse afin d’éviter des soucis techniques,
mais un saturé convient quand méme).

Exercice 7.3.29 (Projet : transfert orbital d’un satellite en temps minimal.). Un probléme im-
portant en mécanique spatiale est de transférer un engin spatial soumis a l'attraction terrestre sur
une ellipse Keplerienne ou en un point de cet ellipse, pour le probléme de rendez-vous avec un autre
engin. Ce type de probléme classique a été réactualisé avec la technologie des moteurs & poussée
faible et continue. L’objectif de ce projet est d’appliquer des techniques de contréle optimal pour
réaliser numériquement un probléme de transfert en temps minimal, avec poussée faible, sur une
orbite géostationnaire.

Modélisation du probleme. Le satellite est assimilé & un point matériel de masse m, soumis a
I’attraction terrestre et & une force de propulsion F. En premiére approximation, le systéme s’écrit

. q
§=—prm + —,
gl m

ou q désigne le vecteur position du satellite dans un référentiel dont ’origine est le centre de la terre,
1 la constante de gravitation de la planéte. Le systéeme libre F' = 0 correspond aux équations de
Kepler. Pratiquement, la poussée est limitée, i.e. ||[F|| < Fiax et on peut changer son orientation.
La propulsion se fait par éjection de matiére, a vitesse v, et il faut rajouter au systéme 1’équation

m = T
Ve

et dans le probléme & poussée faible, la force de poussée est petite comparée a la force d’attraction.
L’état du systéme est (g, ¢) et le probléme de transfert orbital a résoudre est de transférer le systéme
d’un état initial a une orbite géostationnaire en temps minimal. On controle la poussée de 'engin.

Ici, on considére le probléme de transfert orbital & masse variable dans le plan, que I'on repré-
sente dans des coordonnées dites équinoxiales (p, e,, ey, L), o p est appelé le paramétre, (e;,e,)
est appelé vecteur excentricité et L est la longitude. Le controle est décomposé dans le repére
radial-orthoradial, ce qui conduit aux équations suivantes

. 2 p3 Tmax
- Ir7 - Uor
b W\ pu m
T L Tmax . Tmax
ey = P (ﬂ + cos L) Uy + p sin L Uy
iz w m V u m

i L Tmax Tmax
by = \/g(w—i—sinL) Uy — BCOSL—UT
: I w m \V 1 m
. w2
b
p p

m = —0Tmax|ul

oW =1+4ezcosL+eysinL, ou |u| = /u2, + u2, et ol Tryax est la valeur maximale du module de
poussée. Le probléme consiste donc, en respectant la contrainte u2 +u2. < 1, & minimiser le temps
de transfert d’une orbite basse définie par p(0) = 11625 km, ¢, (0) = 0.75, ¢,(0) = 0, L(0) = 7, a
une orbite géostationnaire définie par p(ty) = 42165 km, e, (t;) = 0, e, (t;) = 0, la longitude finale
étant libre.
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Questions.

1. Pour des raisons numériques évidentes il est préférable de normaliser la variable p en posant

D= P En introduisant les constantes o = , |- et €= ﬁTmax, montrer que les équations
p(ty) py V u

s’écrivent

q = Iy (Q) + u, b (q) + Uor For (q)7

m = —0Tmax|ul,

avec ¢ = (P, ez, ey, 1) et ol les champs de vecteurs Fy, F,. et F,, sont définis par

VP

8 € " + L
= Jpsi e _(ey+cos
; 0 . 77%\/1_? sin [ . p. VD <7 + cos L>
w2 7 ——/pcosL ’ +sinL
a—p__3/2 me —;L N/ (76‘” " 4 sin L)

W
0
et écrire le Hamiltonien de ce systéme sous la forme
H = (X Fo + ur Fr(q) + torFor(q)) = Am6Tmaxul,
ott (A, Am) = (Aps Ae, s Aey s Al Am) est le vecteur adjoint.

2. Montrer que les controles extrémaux vérifient u2 + u2, = 1 (pour cela, on essaiera de montrer
que A\, (t) est toujours négatif). En déduire en particulier que m(t) = mg — 0Timast, €t montrer
que les controles extrémaux s’écrivent
<)\5FT> _ <A7FOT>
\/</\7 Fr>2 + </\7 F0T>2

r = 3 Uor =

\/</\7 Fr>2 + <)‘= For>2

3. En remarquant que l'on peut oublier la variable adjoint \,,, écrire les équations du systéme
extrémal données par le principe du maximum (faire les calculs a 'aide de Maple).

4 (application numérique). En utilisant une méthode de tir multiple, déterminer numeériquement
un vecteur adjoint initial (A5(0), A, (0), Ac, (0), AL(0)) pour lequel la trajectoire extrémale vérifie
les conditions initiales et finales imposées.

Comme données numériques, on prendra

mo = 1500 kg, § = 0.05112 km ™ '.s, 1 = 398600.47 km?>.s~2,

et on choisira une valeur T;,,4, de plus en plus petite (probléme a faible poussée). Par exemple on
pourra prendre successivement

Thmaw = 60, 24, 12, 9, 6, 3, 2, 1.4, 1, 0.7, 0.5, 0.3 N.

5. Pour T, = 0.3, on se propose de stabiliser le systéme autour de la trajectoire construite dans
la question précédente. Pour tenir compte de la contrainte sur le controle, on modifie la trajectoire
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obtenue selon la nouvelle contrainte |u| < 1—e&, ol € est un petit parameétre. On choisit par exemple
e=0.1.

5.1. Modifier la trajectoire précédente en tenant compte de cette nouvelle contrainte sur le
controle.

5.2. Linéariser le systéme le long de la nouvelle trajectoire obtenue, et proposer une méthode
de stabilisation LQ. Effectuer les simulations numériques.

7.4 Controle optimal et stabilisation d’une navette spatiale

Dans cette section, on traite en totalité un exemple d’application de la théorie du controéle
optimal.

On s’intéresse au probléme de contréle optimal d’une navette spatiale en phase de rentrée
atmosphérique, ou le contrdle est I'angle de gite, et le cout est le flux thermique total (facteur
d’usure de la navette). L’objectif est de déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible
donnée, puis de stabiliser le systéme autour de cette trajectoire nominale, sachant que la navette
est de plus soumise & des contraintes sur I'état.

Le probléme de rentrée atmosphérique présenté ici est simplifié. Le probléme complet est difficile
et a été complétement résolu dans une série d’articles [14, 15, 17].

On présente d’abord une modélisation du probléme de rentrée atmosphérique et on pose un
probléme de controle optimal. Ensuite, on résout numériquement ce probléme de contréle optimal,
et on détermine ainsi une trajectoire nominale (trajectoire de référence) pour la navette. Enfin,
on utilise la théorie LQ pour stabiliser la navette autour de la trajectoire nominale précédemment
déterminée.

7.4.1 Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique
Présentation du projet

Ce projet a été posé par le CNES, et est motivé par I'importance croissante de la théorie du

controle, et du controle optimal, dans les techniques d’aérocapture :

— problémes de guidage, transferts d’orbites aéroassistés,

— développement de lanceurs de satellites récupérables (I’enjeu financier trés important),

— problémes de rentrée atmosphérique : c’est 'objet du fameux projet Mars Sample Return
développé par le CNES, qui consiste & envoyer une navette spatiale habitée vers la planéte
Mars, dans le but de ramener sur Terre des échantillons martiens.

En gros, le role de ’arc atmosphérique est

— de réduire suffisamment ’énergie cinétique, par frottement dans I’atmosphere ;

— d’amener l'engin spatial d’une position initiale précise a une cible donnée ;

— de plus il faut prendre en compte certaines contraintes sur 1’état : contrainte sur le flux
thermique (car il y a des gens a 'intérieur de la navette!), sur ’accélération normale (confort
de vol), et sur la pression dynamique (contrainte technique de structure),

— enfin, on cherche de plus a& minimiser un critére d’optimisation : le flux thermique total de
la navette.

Une trajectoire optimale étant ainsi déterminée, il faut ensuite stabiliser la navette autour de

cette trajectoire, de fagon & prendre en compte de possibles perturbations.

Le controle est la configuration aérodynamique de la navette. La premiére question qui se

pose est la suivante : les forces aérodynamiques peuvent-elles contribuer & freiner la navette de
maniére adéquate? En fait si laltitude est trop élevée (supérieure a 120 km), alors la densité
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atmosphérique est trop faible, et il est physiquement impossible de générer des forces aérodyna-
miques suffisammanent intenses. Au contraire, si laltitude est trop basse (moins de 20 km), la
densité atmosphérique est trop grande, et le seul emploi des forces aérodynamiques conduirait a
un dépassement du seuil autorisé pour le flux thermique ou la pression dynamique. En effet la
rentrée atmosphérique s’effectue & des vitesses trés élevées. En revanche si I’altitude est comprise
entre 20 et 120 km, on peut trouver un compromis. C’est ce qu’on appelle la phase atmosphérique.

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un planeur, c¢’est-a-dire que
les moteurs sont coupés : il n’y a pas de force de poussée. L’engin est donc soumis uniquement & la
force de gravité et aux forces aérodynamiques. Le controle est ’angle de gite qui représente ’angle
entre les ailes et un plan contenant la navette. Enfin, on choisit comme critére d’optimisation le
flux thermique total de la navette.

La modélisation précise du probléme a été effectuée dans [17]. Nous la rappelons maintenant.

Modélisation du probléme

On utilise les lois de la mécanique classique, un modéle de densité atmosphérique et un modéle
pour les forces s’exercant sur la navette, la force gravitationnelle et la force aérodynamique qui se
décompose en une composante dite de trainée et une composante dite de portance. Le systéme est
mono-entrée et le controle est la gite cinématique (angle d’attaque est fixé).

On donne un modeéle général tenant compte de la rotation (uniforme) de la Terre autour le
lPaxe K = NS, a vitesse angulaire de module Q2. On note E = (e1, e2, e3) un repére galiléen dont
Porigine est le centre O de la Terre, Ry = (I, J, K) un repére d’origine O en rotation a la vitesse
Q autour de 'axe K, et I l'intersection avec le méridien de Greenwich.

Soit R le rayon de la Terre et G le centre de masse de la navette. On note R} = (e, e, er)
le repére associé aux coordonnées sphériques de G = (r,l, L), » > R étant la distance OG, [ la
longitude et L la latitude (voir figure 7.9, (i)).

e
K L\\}' er
G
— J
I v
v
(i) (i)
FIGURE 7.9 —

Le systéme de coordonnées sphériques présente une singularité au pole Nord et au poéle Sud.
Pour écrire la dynamique sous forme plus simple on introduit le repére mobile Ry = (i, j, k) dont
Porigine est G de la maniére suivante. Soit ¢ : t — (x(t),y(t), 2(t)) la trajectoire de G mesurée
dans le repére Ry et ¥ la vitesse relative ¢ = @I + ¢J + 2K . Pour définir ¢ on pose ¥ = |v|i. Le
vecteur j est un vecteur unitaire du plan (i,e,) perpendiculaire & i et orienté par j.e, > 0. On
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pose k =i A j. La direction de la vitesse est paramétrisée dans le repére R} = (e, e;, er) par deux
angles (voir figure 7.9, (ii)) :
— la pente 7, aussi appelée angle de vol, qui représente ’angle entre un plan horizontal et un
plan contenant la navette,
— lazimut x, qui est ’angle entre la projection de ¥ dans un plan horizontal et le vecteur ey,
(voir figure 7.9).
L’équation fondamentale de la mécanique, qui est une équation différentielle du second ordre sur
R?, se traduit par un systéme dans les coordonnées (r,1, L, v, 7, ).
Par ailleurs on fait les hypotheéses suivantes, le long de I’arc atmosphérique.

Hypothése 1 : la navette est un planeur, c’est-a-dire que la poussée de la navette est nulle.

Hypothése 2 : on suppose que la vitesse de I'atmosphére est la vitesse de la Terre. La vitesse
relative de la navette par rapport a la Terre est donc la vitesse relative v.
Les forces

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :
— force de gravité : pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique et que la force de
gravité est orientée selon e,.. Dans le repére Ry elle s’écrit

P= —mg(isiny + j cosy),

olt g = go/7°. B
— force aérodynamique : la force fluide due & 'atmosphére est une force F' qui se décompose
en

— une composante dite de trainée opposée a la vitesse de la forme
D= (%pSCD&)i, (7.35)
— une force dite de portance perpendiculaire & v donnée par
L= %pSC’LUQ(j cos 1+ ksin ), (7.36)

o u est Pangle de gite, p = p(r) est la densité de Patmospheére, et Cp, C, sont respec-
tivement les coefficients de trainée et de portance.
Hypothése 3 : les coefficients Cp et C dépendent de I'angle d’attaque « qui est 'angle entre
I’axe du planeur et le vecteur vitesse. C’est a priori un contréle mais on suppose que durant ’arc
atmosphérique il est fixé.
Notre seul contréle est donc I'angle de gite p dont 'effet est double : modifier I'altitude mais
aussi tourner & droite ou a gauche.
On choisit pour la densité atmosphérique un modéle exponentiel du type

p(r) = poe™"", (7.37)
et par ailleurs on suppose que
g
g(r) =75 (7.38)

Le repére n’étant pas absolu, la navette est également soumise a la force de Coriolis 2m6 Aq
et a la force d’entrainement mQ A (£ A q).
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Finalement, I’arc atmosphérique est décrit par le systéme

dr L
5 = vsiny
d 1 SC
d_lt} = —gsiny — §p D 2 —i—ercosL(sinwcosL — cosysin L cos x)
m
d 1 SC
9 cosw(—g + g) + =p chosu—i— 2Q cos L sin y
dt v 2" m
+ 92Z cos L(cos~y cos L + siny sin L cos )
v
dL v (7.39)
o = . cosycosx
dl.  wcosvysiny
dt  r cosL
dx 1 SCy,

— p sin p + 2cosvtaaninx—i—2Q(sinL—tanvcochosx)
dt 2" m cosvy r

n 02’ sin L cos L sin
v cosy

ou létat est ¢ = (r,v,7,1, L, x) et le contrdle est 'angle de gite p.
Dans la suite on pose r = rr + h, ot r1 est le rayon de la Terre, et h est I'altitude de la navette.

Le probléme de controle optimal

Le probléme est d’amener ’engin spatial d’une variété initiale My & une variété finale M7, ou
le temps terminal ¢; est libre, et les conditions aux limites sont données dans la table 7.1.

Conditions initiales Conditions finales
altitude (h) 119.82 km 15 km
vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s
angle de vol (y) | -1.84 deg libre
latitude (L) 0 10.99 deg
longitude (1) libre ou fixée & 116.59 deg | 166.48 deg
azimut () libre libre

TABLE 7.1 — Conditions aux limites

La navette est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise a trois contraintes :
— Contrainte sur le flux thermique

@ = Cqy/pv° < 9™, (7.40)
— Contrainte sur l’accélération normale
Yo = mo(a)pv® < A, (7.41)

— Contrainte sur la pression dynamique

1
§pv2 < pmer, (7.42)
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acceleration normale

ux iheﬁmi que

FIGURE 7.10 — Contraintes sur ’état, et stratégie de Harpold-Graves.

Elles sont représentées sur la figure 7.10 dans le domaine de vol, en fonction de I’accélération
d= %%pzﬂ et de v.
Le probléme de contréle optimal est de minimiser le flux thermique total

C(u) = /0 qu\/ﬁv3dt. (7.43)

Remarque 7.4.1. Concernant ce critére d’optimisation, plusieurs choix sont en fait possibles et les
critéres a prendre en compte sont le facteur d’usure lié a l'intégrale du flux thermique et le confort
de vol lié & I'intégrale de 'accélération normale. On choisit le premier critére, le temps final ¢
étant libre.

Stratégie d’Harpold et Graves [35]

Si on fait 'approximation © ~ —d, le coiit peut étre écrit

C(p) K/Uf " o K >0
)= —=av, >0,
Vo \/E

et la stratégie optimale consiste alors a maximiser ’accélération d pendant toute la durée du vol.
C’est la politique décrite dans [35], qui réduit le probléme & trouver une trajectoire suivant le bord
du domaine d’états autorisés, dans 'ordre suivant : flux thermique maximal, puis accélération
normale maximale, puis pression dynamique maximale (voir figure 7.10).

L’avantage de cette méthode est que le long d’un arc frontiére le controle s’exprime sous forme
de boucle fermée, c’est-a-dire en fonction de I’état. Cette forme est bien adaptée aux problémes en
temps réel, et se préte bien aux problémes de stabilisation.

Cependant cette méthode n’est pas optimale pour notre critére, et notre but est tout d’abord
de chercher une trajectoire optimale, puis de la stabiliser.

Données numériques

— Données générales :
Rayon de la Terre : rp = 6378139 m.
Vitesse de rotation de la Terre : Q = 7.292115853608596.10° rad.s 1.
Modéle de gravité : g(r) = f—g avec go = 3.9800047.10' m?.s2.
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— Modéle de densité atmosphérique :

p(r) = poexp( = o (r = 1)

avec pg = 1.225 kg.m ™3 et hy = 7143 m.

5
— Modele de vitesse du son : vgon(r) = E a;r', avec
1=0

—1.880235969632294.10722, a4 = 6.074073670669046.10~ 17,
as = —7.848681398343154.107%, ay = 5.070751841994340.107 1,
a1 = —1.637974278710277.10%, ag = 2.116366606415128.102.

as

— Nombre de Mach : Mach(v,r) = v/vson (7).
— Données sur la navette :

Masse : m = 7169.602 kg.

Surface de référence : S = 15.05 m2.

Coefficient de trainée : k = l&
2 m
15C,

Coefficient de portance : k' = =
2 m

— Coefficients aérodynamiques :

Table de Cp(Mach, incidence)

0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.30 0.199 0.199 0.236 0.292 0.366 0.458 0.566 0.688 0.818 0.948 1.220
2.96 0.159 0.159 0.195 0.248 0.318 0.405 0.509 0.628 0.757 0.892 1.019
3.95 0.133 0.133 0.169 0.220 0.288 0.373 0.475 0.592 0.721 0.857 0.990
4.62 0.125 0.125 0.160 0.211 0.279 0.363 0.465 0.581 0.710 0.846 0.981

10.00 0.105 0.105 0.148 0.200 0.269 0.355 0.458 0.576 0.704 0.838 0.968

0

0

0

20.00 0.101 0.101 .144 0.205 0.275 0.363 0.467 0.586 0.714 0.846 0.970
30.00 0.101 0.101 .144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
50.00 0.101 0.101 .144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
Mach

Table de Cr,(Mach,incidence)

0.00 0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.30 0.000 0.172 0.269 0.363 0.454 0.535 0.604 0.657 0.689 0.698 0.723
2.96 0.000 0.154 0.238 0.322 0.404 0.481 0.549 0.603 0.639 0.655 0.649
3.95 0.000 0.139 0.215 0.292 0.370 0.445 0.513 0.569 0.609 0.628 0.626
4.62 0.000 0.133 0.206 0.281 0.358 0.433 0.502 0.559 0.600 0.620 0.618
10.00 0.000 0.103 0.184 0.259 0.337 0.414 0.487 0.547 0.591 0.612 0.609
20.00 0.000 0.091 0.172 0.257 0.336 0.416 0.490 0.552 0.596 0.616 0.612
30.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
50.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
Mach

— Profil d’incidence imposé : si le nombre de Mach est plus grand que 10 alors 'incidence est
égale a 40. Si le nombre de Mach est compris entre 2 et 10 alors I'incidence est une fonction
linéaire du nombre de Mach, entre les valeurs 12 et 40. Si le nombre de Mach est plus petit
que 2 alors l'incidence est égale a 12 (voir figure 7.11).

— Contraintes sur I'état :

Contrainte sur le flux thermique : ¢ = C’q\/ﬁv3 < M on

C, =1.705.10"* S.L et ™ = 717300 W.m 2.
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FIGURE 7.11 — Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach.

Contrainte sur ’accélération normale :

2
Yn = i prQOD 1 —+ 2 < ")/,glax = 2934 m.SiQ.
2m Cp

1
Contrainte sur la pression dynamique : P = §pv2 < P™M* = 25000 kPa.

— Conditions initiale et terminale : voir table 7.1.

Modéle simplifié en dimension 3

Ici, on se limite & un modeéle simplifié en (r,v,7), ou le contrdle est u = cos p, et ol on suppose
la force de Coriolis constante, ce qui conduit au modéle

dr .

— =wvsin

dt 7

dv . 9

— = —gsiny — kpv (7.44)
dt

dy _ g v /

i cosv(—v + 7’) + K pvu + 2Q

ou le contrdle u vérifie la contrainte |u| < 1.
Par ailleurs on prendra comme coefficients C'p et C}, les modéles simplifiés suivants, en fonction

de la vitesse v :
0.585 si v > 3000,

Cp(v) =4 0.075+1.7.107% si 1000 < v < 3000,
0245 si v < 1000,

(o) = 0.55 si v > 3000,
L= 01732+ 1.256.107%0  si v < 3000,

(voir figure 7.12).
Enfin, pour simplifier I’étude, on ne prend en compte que la contrainte sur le flux thermique

0= Cq\/ﬁ’l)3 < sta;E'

7.4.2 Controéle optimal de la navette spatiale

Dans cette section on résout numériquement le probléme de contréle optimal pour le systéme
simplifié en dimension 3, d’abord en ne tenant pas compte de la contrainte sur le flux thermique,
puis en la prenant en compte.
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Coefficient Cd en fonction de v Coefficient Cl en fonction de v

06

o5t

0.4t

03f

02t

L L L L L L . L . L . L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
v v

FIGURE 7.12 — Modéle simplifié des coeflicients aérodynamiques.

Le probléme sans contrainte

Le systéme simplifié (7.44) en dimension 3 peut s’écrire comme un systéme de contréle affine
mono-entrée

£(t) = X(x(t) + u(@)Y (x(t)), ul <1, (7.45)
ouxz = (r,v,7), et
0 0 0
X = vsinvg — (gsiny + kpv2)% —l—cosw(—% + g)a_”y’
0
Y =K pv=—
P

ou k = %%, kK = %SSLL. Le cotit est toujours le flux thermique total

125
cw= [ et
0
avec ¢ = Cyv/p(r)v3.

Proposition 7.4.1. Toute trajectoire optimale est bang-bang, i.e. est une succession d’arcs associés
au controle u = +1.

Démonstration. Dans notre cas le Hamiltonien s’écrit
H(z,p,p°,u) = (p, X (x) + uY (z)) + p’o(x),

et la condition de maximisation implique que u = signe({p,Y)) si (p,Y) # 0. 1l suffit donc de
montrer que la fonction t — (p(t),Y (x(t))), appelée fonction de commutation, ne s’annule sur
aucun sous-intervalle, le long d’une extrémale. Supposons le contraire, i.e.

(p(t), Y (2(1))) =0,
sur un intervalle I. En dérivant deux fois par rapport a ¢ il vient

{p(0), [X, Y](2(1))) = 0,
{p(®), [X, [X, Y]|(z(1)) + u(®)(p(), [V, [X, Y]|(2(2))) = 0,
ot [.,.] est le crochet de Lie de champs de vecteurs. Par conséquent sur I'intervalle I le vecteur p(t)

est orthogonal aux vecteurs Y (x(t)), [X, Y](x(t)), et [X, [X,Y]](z(t)) + u(t)][Y, [X,Y]](z(t)). Or on

a le résultat suivant.
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Lemme 7.4.2.
det(Y (z), [X,Y](z), [X, [ X, Y]|(z) + ulY, [X, Y]|(z)) # 0.

Preuve du lemme. A 1aide d’un logiciel de calcul formel comme Maple, on montre que [Y, [X,Y]] €
Vect(Y, [X,Y]). Par ailleurs la quantité det(Y, [X, Y], [X, [X,Y]]), calculée également avec Maple,
n’est jamais nulle dans le domaine de vol. O

Il s’ensuit que p(t) = 0 sur I. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement nul le long de
'extrémale, et par conséquent p°p(z(t)) = 0 sur I. Comme ¢ # 0, on en déduit p® = 0. Donc le
couple (p(.),p°) est nul sur I, ce qui est exclu par le principe du maximum. n

Le controle optimal u(t) est donc une succession d’arcs u = 1. Nous admettons le résultat
suivant, qui découle d’une étude géométrique détaillée dans [15, 17].

Proposition 7.4.3. La trajectoire optimale vérifiant les conditions initiale et finale (voir table
7.1) est constituée des deux arcs consécutifs uw = —1 puis u = +1.

Remarque 7.4.2. Cette stratégie consiste a faire tout d’abord “piquer” le plus possible la navette,
puis a “redresser” au maximum.

Simulations numériques La trajectoire optimale est donc de la forme y_~4, ot v— (resp. v4)
représente un arc solution du systéme (7.44) associé au controle u = —1 (resp. u = +1). Il s’agit
donc de déterminer numériquement le temps de commutation t., i.e. le temps auquel le controle
u(t) passe de la valeur —1 a la valeur +1.

Pour cela, on utilise le logiciel Matlab, et on détermine t. par dichotomie, de la maniére suivante.
Etant donné un temps de commutation t., on intégre le systéme en (r,v,7), jusqu’a ce que la
vitesse v atteigne la valeur requise, soit 445 m/s (pour cela on utilise Poption "events” de Matlab,
qui permet de stopper l'intégration numérique lorsqu'une fonction calculée le long de la solution
s’annule). On effectue alors une dichotomie sur ¢. de maniére & ajuster 'altitude finale r(t;) =
ro + h(ty) a la valeur souhaitée, soit 15 km.

Remarque 7.4.3. 11 s’agit d’un cas particulier de méthode de tir, qui se raméne ici & une dichotomie,
car le probléme, rappelons-le, a été simplifié. Dans le cas général traité dans [14, 15], la mise en
oeuvre d'une méthode de tir (multiple) est nécessaire.

Le programme permettant cette dichotomie, puis le tracé de la solution, sont donnés ci-dessous.

function [t,x]=simudim3

%% Fonction permettant le calcul du temps de commutation tc
%% et le trac\’e de la solution, pour le cas sans contrainte
%k sur 1°\’etat.

clc ;

global g0 hs rt Cq Omega;

Omega=7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;
rt=6378139 ; Cq = 1.705e-4 ;

range = [0 ; inf ];
% D\’ebut de la trajectoire (altitude 120 km)

r0 = 0.64979590000E+07 ; vO = 0.74049501953E+04 ;
gam0 = -0.32114058733E-01 ; flux0=0;
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%% Dichotomie pour trouver le temps de commutation de sorte
%% que vi=445 ("events") et hf=15000.
global tc ; tc = -5 ; hf=0 ;
while hf<15000
global tc ; tc = tc+b
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; fluxO ] ;
options = odeset(’events’,Qevents);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hf=x(length(t),1)-rt ;
end
a=tc-10 ; b=tc ; hfm=hf ;
while abs(hfm-15000)>1
global tc ; tc=a;
xinit = [ rO ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,Qevents,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfa=x(length(t),1)-rt;

global tc ; tc=b;

xinit = [ rO ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,Qevents,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfb=x(length(t),1)-rt;

global tc ; tc=(at+b)/2 ;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; fluxO ] ;

options = odeset(’events’,Qevents,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfm=x(length(t),1)-rt ;

if (hfa-15000)* (hfm-15000)<=0
b=(a+b)/2
else a=(a+b)/2
end
end

Dot to o Toto o lotolote Resultats Ylhtslotslotssslotslotstolotslolotstolotslolotslolotstotots o oo olots ole
% tc pour le probleme sans contrainte : tc=242 %
pA (\ie passage de -1 a +1) %

Tt o T Toto T ToTo o T To o o To To o To o o o o To T o T To o o o To o o T To o o o To o o o To T 1o oo To o o o o To o o o To o o

global tc ; tc = 242 ;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,Qevents,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);

disp([’altitude finale : ’ num2str(x(length(t),1)-rt) ’> m’])
disp([’vitesse finale : ’ num2str(x(length(t),2)) > m/s’])
disp([’gamma final : > num2str(x(length(t),3)/pi*180) ’> deg’])
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disp([’flux total : ’ num2str(x(length(t),4)) ’> UI’])

for i=1:length(t)
gee=g(x(i,1)) ; densite(i)=rho(x(i,1)) ;
ck(i)=coef_k(x(i,2));
cd(i)=CDsimple(x(i,2)) ; cl(i)=CLsimple(x(i,2)) ;
end

flux_thermique = Cq.*sqrt(densite(:)).*(x(:,2)).73 ;
plot(t,flux_thermique)

hold on ; plot(t,717300,’red’)

title(’Flux thermique’)

figure

subplot(311) ; plot(t,x(:,1)-rt) ; title(’Altitude’) ;
subplot(312) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’Vitesse’) ;
subplot(313) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’Angle de vol’) ;

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 (en cas d’accident...)
value = (x(2)-445) * (x(1)-rt-10000) ;

isterminal=1;

direction=0;

function dXdt = systdim3(t,X,events)
% Syst\‘eme simplifi\’e de la navette en r,v,gamma (dim 3 + flux)

global Omega g0 hs rt Cq ;

r=X(1) ; v=X(2) ; gam=X(3) ;

dXdt=[v*sin(gam)
-g(r)*sin(gam) -coef _k(v)*rho(r)*(v) "2
cos (gam) * (-g(r) /v+v/r)+2*0mega+coef _kp (v)*rho (r)*v*u(t,r,v,gam)
Cg*sqrt(rho(r))*v~3] ;

function controle=u(t,r,v,gam)

% Contr\~ole pour le probl\‘eme sans contrainte : -1 puis +1.
global tc ;
if t<tc
controle = -1 ;
else controle =1 ;

165
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function locdensite = rho(r)

global hs rt ;
locdensite = 1.225x\mathrm{exp}(-1/hs.*(r-rt)) ;

function ge=g(r)

global g0 ;
ge = g0./r."2

function k = coef_k (v)

k = 0.5%15.05* CDsimple(v) /7169.602 ;

function kp = coef_kp (v)

kp = 0.5%15.05% CLsimple(v) /7169.602 ;

function cd=CDsimple(v)

if v > 3000
cd=0.585 ;
elseif v>1000
cd = 0.075+1.7e-4x%v ;
else cd= 0.245 ;
end

function cl=CLsimple(v)

if v > 3000

cl=0.55 ;
else cl = 0.1732+1.256e-4%v ;
end

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures 7.13 et 7.14. On se rend compte que cette
stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le flux thermique, et n’est donc pas adaptée
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FI1GURE 7.13 — Coordonnées d’état pour le probléme sans contrainte.

au probléme. La prise en compte de cette contrainte sur I’état est donc indispensable
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FIGURE 7.14 — Flux thermique, et angle de gite (controle).
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On tient maintenant compte de la contrainte sur le flux thermique. On admet le résultat suivant
(voir [14, 15]).

Proposition 7.4.4. La trajectoire optimale vérifiant les conditions initiale et finale requises est
constituée des quatre arcs consécutifs : u = —1, u = +1, un arc frontiére correspondant & un fluzx

thermique maximal, puis v = +1.

quement :

— le temps de commutation t; de —1 a +1,

Comme pour le probléme sans contrainte, on a trois temps de commutation & calculer numéri-
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— le temps de commutation t5 de +1 & us, ot us est 'expression du contréle permettant un
flux thermique maximal,
— le temps de commutation t3 de us a +1.

Calcul du controdle iso-flux ugs Le long d’'un arc frontiére restant & flux thermique maximal,
on doit avoir ¢ = ¢™**. Par dérivation, on obtient

1 3
o= go(—ih% siny — % siny — 3kpv),

¢ = A+ Bu,

ot les coefficients A et B sont calculés a ’aide de Maple. Le long de arc frontiére iso-flux, on doit
avoir

d’ott 'on déduit

L’expression obtenue pour us(t) est
Ug = ( gor*v? 4 Tkpvtrtsiny — r3v? cos? v — 243 cosy — 18gohrv? cos®
— 698h5 + 1298115 cos® v + 12gohsrv? — 12Qgohsr?v cosy + 6k2hsp2r4v4)
J(E'7?0? p(r*v? + 6gohs) cos ).

Remarque 7.4.4. Les simulations a venir nous permettront de vérifier a posteriori que ce controle
us est bien admissible, i.e. vérifie la contrainte |us| < 1, pendant la phase iso-flux.

Simulations numériques Le temps de commutation ¢; est calculé de la maniére suivante. On
integre le systéme (7.44) jusqu’a ce que ¢ = 0 (en utilisant 'option "events”). On calcule alors ¢;
par dichotomie de facon a ajuster ¢ a sa valeur maximale "% en ce temps d’arrét.

La boucle de dichotomie, qu’il faut insérer a la fonction "simudim3.m" du paragraphe précédent,
est la suivante.

global t1 ; t1 = -5 ; flux=0 ;
while f1lux<717300
global t1; t1 = ti1+45
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; fluxO ] ;
options = odeset(’events’,Qevents);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
flux=Cq*sqrt (rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;
end
a=t1-10 ; b=t1 ; fluxm=flux ;
while abs(fluxm-717300)>50
global t1; tl=a;
xinit = [ rO ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,Qevents,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
fluxa=Cq*sqrt (rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;
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global tl1; til=b;

xinit = [ r0O ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,Q@events,’RelTol’,1le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
fluxb=Cg*sqrt (rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;

global t1; ti=(at+b)/2 ;

xinit = [ r0O ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,Q@events,’RelTol’,1le-6);
[t,x] = odel13(@systdim3,range,xinit,options);
fluxm=Cqg*sqrt (rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;

if (£fluxa-717300) * (fluxm-717300)<=0
b=(a+b)/2
else a=(atb)/2
end
end

Par ailleurs, la fonction events doit étre modifiée ainsi.

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a derivee(flux)=0 :

value = -1/2%x(2) /hs*sin(x(3))-3/x(2)/x(1) ~2xg0*sin(x(3))-...
3xx(2) *coef _k(x(2))*rho(x(1)) ;

isterminal=1;

direction=0;

On détermine ainsi numériquement le premier temps de commutation ¢; = 153.5.

Le temps de sortie de la phase iso-flux est déterminé de maniére complétement analogue. Fi-
nalement, on arrive aux résultats représentés sur les figures 7.15 et 7.16.

On a donc ainsi déterminé numériquement une trajectoire optimale vérifiant les conditions aux
limites souhaitées, et respectant les contraintes sur 1’état.

Remarque 7.4.5. Pour le modéle non simplifié en dimension 6, ce n’est pas le cas : les contraintes

sur le facteur de charge et sur la pression dynamique ne sont pas respectées, et il faut envisager
une phase iso-accélération normale (voir [14, 15]).

7.4.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale

On se propose maintenant de stabiliser le systéme simplifié autour de la trajectoire construite
dans le paragraphe précédent, de facon & prendre en compte d’éventuelles perturbations, dues aux
erreurs de modéles, aux perturbations atmosphériques, etc. Pour cela, on va utiliser la théorie
linéaire-quadratique traitée précédemment dans cet ouvrage, qui permet d’exprimer le controle
sous forme de boucle fermée, au voisinage de la trajectoire nomimale, de fagon & la rendre stable.

Le systéme étudié est un systéme de controle non linéaire dans R", du type

‘T(t) = f(‘r(t)v u(t))v
ott f:R"xR™ — R" est C', et les controles admissibles u sont a valeurs dans 2 C IR™. Soit

[¢]
(xe(.),ue(.)) une trajectoire solution sur [0, T, telle que pour tout ¢ € [0,T] on ait u(t) € Q.
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F1GURE 7.15 — Coordonnées d’état pour le probléme avec contraintes.
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FIGURE 7.16 — Flux thermique et controle wu(t).

Supposons que le systéme soit légérement perturbé, ou bien que l'on parte d’une condition
initiale proche de z.(0), et que l'on veuille suivre le plus possible la trajectoire nominale x.(-).
Posons alors y(-) = x(-) — x.(-) et v(-) = u(-) — ue(+). Au premier ordre, y(-) est solution du
systéme linéarisé

§(t) = AR)y(t) + B)w(b),

AW = XL @), ue®), BO = L (aolt), uet).

Le but est alors de rendre I'erreur y(-) la plus petite possible, ce qui nous améne a considérer, pour
ce systéme linéaire, un coit quadratique du type (4.2), ou les matrices de pondération @, W,U
sont a choisir en fonction des données du probléme. Il s’agit, au premier ordre, d’un probléme de
poursuite avec £ = x.. En particulier on a h = 0 pour ce probléme.
C’est cette stratégie que I'on adopte pour stabiliser la navette vers sa trajectoire de référence.
Pour tenir compte de la contrainte sur le controle, il faut d’abord modifier la trajectoire nominale
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x.(-) obtenue précédemment de fagon a ce qu’elle respecte la nouvelle contrainte sur le controle
|ue|] < 1—¢, on € est un petit paramétre. On choisit par exemple e = 0.05. On trouve alors de
nouveaux temps de commutation, qui sont

11 = 143.59, to = 272.05, t3 = 613.37.

Dans le programme suivant, on implémente 1’équation de Riccati. Celle-ci est intégrée en temps
inverse puisqu’on se donne une condition finale. Il faut donc ensuite rétablir le cours normal du
temps en symétrisant la matrice de discrétisation obtenue. Enfin, le contréle bouclé obtenu est
réinjecté dans le systéme initial. Les simulations sont effectuées en prenant des conditions initiales
proches, mais différentes, de celles de la table 7.1.

function stabdim3
% Stabilisation de la navette, en dimension 3, par Riccati.

clc ;

global g0 hs rt Cq Omega S m;
Omega=7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;
rt=6378139 ; Cq = 1.705e-4 ; S=15.05 ; m=7169.602 ;

range = [0 ; inf ] ;

%% Debut de la trajectoire (alt. 120000 km)

r0 = 0.64979590000E+07 ; vO = 0.74049501953E+04 ;
gam0 = -0.32114058733E-01 ; flux0 = 0 ;

%% Entree dans la phase iso-flux :
r0=6.443919913623549e+06 ; v0=7.243006878621867e+03 ;
gam0=-0.00319355995196 ;

global t1 t2 t3 ;

%t1=-1 ; t2=t1 ; t3=533.75-268.9198 ;

%t1=143.5908945796609 ; t2=272.0484928785223 ; t3=613.3766178785223 ;
tl=-1 ; t2=t1 ; t3=613.376617878522-272.0484928785223 ;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events, ’RelTol’,le-6) ;

global te xe ;

%% trajectoire nominale

[te,xe] = odel113(@systdim3,range,xinit,options) ;

%% Definition des poids

global W invU ;

W= -eye(3) ; W(l,1)=1e-6 ; W(2,2)=1le-3 ; W(3,3)=10 ;
invU = 1e-10 ;

global tricca ricca ;

minit = - [ 1le-6 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 01 ; % E(T=-Q
rangericca = fliplr(te) ;

[tricca,riccal = odell3(@matriccati,rangericca,minit) ;
ricca = flipud(ricca);

xinit=[ r0 ; vO ; gam0 ] ;
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[t,x] = odel13(@systboucle,te,xinit+[ 1500 ; 40 ; -0.004 ] ) ;
close all
x(end,1)-rt
plot(t,x(:,1)-xe(:,1)) ;
figure ; plot(t,x(:,2)-xe(:,2)) ;
figure ; plot(t,x(:,3)-xe(:,3)) ;
for k=1:length(te)
contfeed(k)=uboucle(t(k)) ;
conte (k)=u(t (k) ,xe(k,1),xek,2),xe(k,3));
end
figure ; plot(t,contfeed-conte)

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 :

value = (x(2)-445) * (x(1)-rt-10000) ;

%% Arret a derivee(flux)=0 :

% value = -1/2%x(2)/hs*sin(x(3))-3/x(2)/x(1)~2xg0*sin(x(3))-...
% 3*x(2) *coef_k(x(2),x(1))*rho(x(1)) ;

isterminal=1;

direction=0;

function dXdt = matriccati(t,X)
% Eq de Riccati dE/dt=W-A’E-EA-EBU~{-1}B’E, E(T)=-Q,
% en temps inverse

global W invU ;

E=[ X(1) X(2) X(3)
X(2) X(4) X(5) %% matrice de Riccati (symetrique)
X(3) X(5) X(6) 1;

[A,B] = matlinear(t) ;

mat = -W+A’*E+ExA+E*B*xinvU*B’*E ;

dXdt = [mat(1,1);mat(1,2);mat(1,3);mat(2,2);mat(2,3);mat(3,3) ] ;

function [matA,matB] = matlinear(t)

global te xe g0 hs S m ;
[val,k]=min(abs(te-t)) ; r=xe(k,1) ; v=xe(k,2) ; gam=xe(k,3) ;

if ((v<=1000) | (v>3000))
derCD=0;

else
derCD=1.7e-4;
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end

if (v>3000)
derCL=0;

else
derCL=1.256e-4;

end

matA=zeros(3,3);

matA(1,2) = sin(gam) ;

matA(1,3) = vxcos(gam) ;

matA(2,1) = 2xg0/r~3*sin(gam)+coef_k(v)*v~2xrho(r)/hs ;

matA(2,2) = -rho(xr)/(2*m)*S*derCD*v~2-coef_k(v)*rho(r)*2*v ;

matA(2,3) = -g(r)*cos(gam) ;

matA(3,1) = cos(gam)*(2*g0/(r~3*v)-v/r~2)-...
coef_kp(v)*rho(r)/hs*vxu(t,r,v,gam) ;

matA(3,2) = cos(gam)*(g(r)/v~2+1/r)+rho(r)*u(t,r,v,gam)*...
S/ (2#m) * (derCL*v+CLsimple(v)) ;

matA(3,3) = -sin(gam)*(-g(zr) /v+v/T) ;

matB = [ 0 ; O ; coef_kp(v)*rho(xr)*v ] ;

function dXdt = systboucle(t,X)

% systeme tronque de la navette en r,v,gamma (dim 3 + flux)
global Omega g0 hs rt Cq ;

r=X(1) ; v=X(2) ; gam=X(3) ;

dXdt= [ v*sin(gam)
-g(r)*sin(gam) -coef _k(v)*rho(r)*(v) "2
cos(gam) * (-g(r) /v+v/r)+2+0mega+. . .
coef_kp(v) *rho (r) *v*uboucle(t) ] ;

function contfeedback = uboucle(t)

global te xe invU S m ricca ;

[A,B] = matlinear(t) ;

[val,k] = min(abs(te-t)) ; r=xe(k,1) ; v=xe(k,2) ; gam=xe(k,3) ;

contfeedback = u(te(k),r,v,gam)+invU*coef _kp(v)*rho (r)*v*. ..
(ricca(k,3)*r+ricca(k,5)*v+ricca(k,6)*gam) ;

173

Quelques commentaires sur le programme. On effectue la procédure de stabilisation de
Riccati & partir de U'entrée dans la phase iso-flux seulement, soit environ & une altitude de 65
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km, une vitesse de 7200 m/s, et un angle de vol de —0.003 rad. En effet la phase iso-flux (flux
thermique maximal) est la phase la plus dangereuse de la rentrée atmosphérique. Notons d’ailleurs
que, récemment, la navette Columbia a explosé a une altitude d’environ 62 km, en pleine phase
iso-flux (ce drame a eu lieu en mars 2003). C’est la phase ou l'engin spatial s’échauffe le plus :
les frottements avec I'atmospheére sont trés intenses. Cette phase iso-flux est aussi assez longue,
environ 350 secondes (la durée totale de la phase de rentrée atmosphérique est d’environ 1300
secondes).

Tout ceci justifie 'intérét porté a la procédure de stabilisation de la navette, & partir du point
d’entrée dans la phase iso-flux. Dans les simulations suivantes ce point d’entrée est donc notre
condition initiale.

Notons z.(-) = (re(-), ve(-),Ve(+)) la trajectoire nominale et u.(-) son contrdle associé. Il vérifie
|ue] < 0.95. Notons par ailleurs @ = (r,v,7) la trajectoire du systéme (7.44), partant d’un point
2(0) et associée au controle u = u,. + v, le contrdle v étant le correctif calculé par la procédure de
Riccati. Il doit vérifier la contrainte |v| < 0.05. Aussi, dans le programme ci-dessus, on a forcé v a
respecter cette contrainte.

Par ailleurs le choix des poids est trés important. On obtient des poids adaptés par tatonne-
ments, et en tenant compte de I'ordre respectif des variables du systéme. Ici on a pris

1076 0 0 1076 0 0
w=|( o0 102 o, Q= 0o o0 0| et U=10.
0 0 10 0 0 0

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de @ force 'altitude finale & étre proche
de l'altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté a la vitesse finale et a I’angle de vol
final.

La trajectoire x(-) part d’un point x(0) différent de x.(0). On a pris les données numériques
suivantes :

— écart sur altitude initiale : 1500 m,

— écart sur la vitesse initiale : 40 m/s,

— écart sur 'angle de vol initial : -0.004 rad, soit -0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : l'altitude finale obtenue est 15359
km, et la vitesse finale est 458 m/s. L’écart par rapport aux données souhaitées (altitude 15 km,
vitesse 440 m/s) est donc assez faible.

Notons que ’écart sur ’angle de vol initial que nous avons pris ici est assez important. Cette
pente initiale est en effet un parameétre trés sensible dans les équations : si & I'entrée de la phase
atmosphérique l'angle de vol est trop faible, alors la navette va rebondir sur I’atmosphére (phé-
nomeéne bien connu, dit de rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible de
redresser ’engin, qui va s’écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La figure 7.17 représente
I’écart entre I’état nominal et 1’état réel, et la figure 7.18 I’écart entre le controle nominal et le
controdle réel (controle bouclé, ou controle feedback). La figure 7.19 représente 'état, et la figure
7.20 le flux thermique. On constate que la contrainte sur le flux thermique est & peu prés respectée.
On peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.
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FIGURE 7.17 — Ecart entre ’état nominal et 1’état réel.
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FI1GURE 7.18 — Controle bouclé, et correction par rapport au controle nominal.
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FIGURE 7.19 — Etat avec le controle feedback.
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FI1GURE 7.20 — Flux thermique avec le controle feedback.



Chapitre 8

Théorie d’Hamilton-Jacobi

8.1 Introduction

La théorie d’Hamilton-Jacobi est une branche du calcul des variations et de la mécanique
analytique, dans laquelle trouver des extrémales se réduit a résoudre une équation aux dérivées
partielles du premier ordre : ’équation d’Hamilton-Jacobi. Les fondements de la théorie ont été
posé par Hamilton en 1820, concernant des problémes d’optique ondulatoire et géométrique. En
1834, il étend ses idées a des problémes de dynamique. Jacobi en 1837 applique la méthode & des
problémes généraux de calcul variationnel.

Le point de départ remonte cependant au 17¢ siécle, avec Fermat et Huygens en optique géo-
métrique. Le principe de Fermat stipule que la lumiére se propage d’un point & un autre dans un
milieu inhomogeéne en temps minimal. Soit 29 un point de départ, et S(x) le temps minimal que
met la lumiére pour aller de zy & x. Cette fonction temps minimal est appelée fonction Eikonal,
ou longueur optique du chemin. Soit v(x) le module de la vitesse de la lumiére en x. Supposons
que la lumiére parcourt la distance dx pendant la durée dt. Selon le principe d’Huygens, la lumiére
voyage le long de la normale & la surface de niveau de S. On obtient donc, au premier ordre,

ex V5@ o\ (s
(= + g ) = s+

d’out ’équation
1
v(z)?’

qui est I'équation d’Hamilton-Jacobi de 'optique géométrique, ou équation eikonale.

IVS(2)|* =

En mécanique analytique, on remplace la fonction Eikonal par 1’action
S(t, ) z/L(s,x(s),dc(s))ds,
v

ol v est un chemin joignant (tg,zo) & (¢,z), et L est le Lagrangien du systéme. Le principe de
moindre action conduit aux équations d’Fuler-Lagrange

doL _on
dt 0%~ Oz’

Si la transformation de Legendre T (z, %) = (z,p), ot p = g—é, est un difféeomorphisme, on définit
le Hamiltonien du systéme H(t,z,p) = pi — L(t,x, ). Alors, le long d’une extrémale (i.e. une

177
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courbe vérifiant les équations d’Euler-Lagrange), on a S(t,x(t),4(t)) = f:o L(s,z(s),%(s))ds, et
par dérivation par rapport a ¢, on obtient %—f + ‘g—ix' =L, dou

a8 oS
E‘FH <t,$,%> —O,

qui est ’équation d’Hamilton-Jacobi.

8.2 Solutions de viscosité

De maniére générale, on étudie le probléme de Dirichlet pour I’équation d’Hamilton-Jacobi

H(z,S(x),VS(z)) =0 dans €,

8.1
S = g sur 082, (8.1)
ol € est un ouvert de R", et H est une fonction sur R"™ x R x R".
Remarque 8.2.1. Le cas d’une équation d’Hamilton-Jacobi d’évolution
oS oS
— + H(x,—)=0dans R x R"
g T H @ 5y) =0 dans R RY, (8.2)

S(0,x) = g(z) sur R",

est un cas particulier de (8.1). En effet il suffit de poser & = (¢t,z), p = (po,p), et H(Z, z,p) =
po + H(x,p).

Le but de cette section est de donner un cadre mathématique rigoureux a la définition d’une
solution du probléme (8.1). On va montrer que la notion classique de solution est insuffisante :
la méthode des caractéristiques met en évidence l'apparition de singularités. On introduit alors la
notion de solution de viscosité.

8.2.1 Meéthode des caractéristiques

On introduit des chemins z(s) dans 2, partant de 0S2, appelés caractéristiques, le long desquels
on résout I’équation et on obtient les valeurs de S.

Posons z(s) = S(x(s)) et p(s) = VS(z(s)), et cherchons une équation différentielle ordinaire
décrivant I’évolution de z et p. On a

2(s) = VS(x(s)).d(s) = p(s).i(s), p(s) = d>S(a(s))i(s).
Or, en différentiant ’équation d’Hamilton-Jacobi H (x, S(x), V.S(z)) = 0 par rapport & ;, on obtient

O0H OH OH
— 4+ ——VS+ —d’S=0.
Ox + 0z VS + dp
Choisissons alors le chemin z(s) tel que & = %—IZ. 11 vient alors 2z = p.%—g, et p= —%—I; - %—Iz.p.
Finalement, les équations
OH

x(s) = 8—p(x(s),z(s),p(s)), z(0) = € 99,

. OH _ _

i(s) = p(S)'a—p(w(S)a z(s),p(s)), 2(0)=5(z)=g(2),

OH OH

Pls) = =5 (@(5). 2().p(5) = 55 (@(5), 2(),p())-p(s), p(0) = VS(a),

sont appelées équations caractéristiques.
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Remarque 8.2.2. Dans le cas d’évolution (8.2), on obtient en particulier % =1, donc t = s, et

po = 0. On a également
oH . oH

j:— =

apv p _%7

qui sont les équations de Hamilton. Enfin, on retrouve aussi

. oH .
£=p.— - +po = pi+po,
D
avec po+H = H = 0,d’ot # = pi—H = L, et donc z est 'action. Autrement dit, les caractéristiques
sont les extrémales du probléme de minimisation de l'action (en tout cas si la transformation de
Legrendre est un difféeomorphisme).

Remarque 8.2.3. Discutons plus en détail la condition initiale p(0) = V.S(Z), dans le cas ot 9 est
supposé étre une sous-variété de IR". De la condition S|pq = gjaq, on déduit facilement que

7,00V S(z) = 7,00 Ve(z),

pour tout x € JS2, ou 1,002 désigne 'espace tangent a la sous-variété 92 au point x, et Il1, sq est
la projection de R"™ sur T,,092. Donc, cela signifie que p(0) doit vérifier la condition, au point Z,

7, 00p(0) = Il1,00Vg(Z),

ce qui détermine n — 1 composantes de p(0). La n-éme composante de p(0) est déterminée en
imposant de plus

H(p(0),9(z),z) = 0.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, cela permet bien de déterminer la composante man-
quante de p(0), pourvu que %—Z # 0, ol n est la normale a 0f).
Notons que, dans le cas d’évolution, cette derniére condition est toujours vérifiée. La condition

initiale sur p(0) est alors simplement
p(0) = Vy(z).

Appliquons la méthode des caractéristiques a la construction d’une solution de (8.1) au voisinage
de la frontiére.

Pour tout z € 99, notons (x(z, s), 2(z, s), p(Z, s)) la solution des équations caractéristiques.
Notons n la normale & 0f). Sous ’hypothése %—’Z # 0, on montre facilement que, localement en
(Z, s), Vapplication ¢(Z, s) = x(Z, s) est inversible. On en déduit donc, localement, que

S(z) = 2(¢™(2))-

Pour plus de détails sur la méthode des caractéristiques, et des preuves précises de tous ces faits,
on se réfere a [25].

Remarque 8.2.4. Dans le cas d’évolution, ’hypothese %—H = 0 est toujours vérifiée.
mn
Remarque 8.2.5. Si g et H sont de classe C?, alors localement la solution S est de classe C2.

En faisant cette construction au voisinage de tout point de 9€2, puis en recollant les voisinages,
on obtient une solution S de (8.1) sur un voisinage de 9 dans €. Dans le cas d’évolution (8.2),
on obtient une solution pour t petit.

Mais en général, on ne peut pas prolonger S sur 2 tout entier, car des singularités se produisent
lorsque des caractéristiques se croisent (voir figure 8.1).
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FI1GURE 8.1 — Croisement des caractéristiques

Exemple 8.2.1. Un exemple simple de cette situation est donné par le probléme de Dirichlet pour
I’équation eikonale

|S(x)||? = 1 dans €,

8.3
S = 0 sur 0N. (83)

Les équations caractéristiques sont
T=2p, p=0, Z2=p.a=2.

Si 2(0) = z, 2(0) = 0, et p(0) = n normal a 99, alors z(s) = T + 2sn, et z(s) = |lz(s) — Z||.
Finalement, on trouve que la solution de (8.3) est

S(x) = d(x,00),

comme on pouvait s’y attendre. La fonction S n’est pas différentiable sur la courbe C' ou des
caractéristiques se croisent, appelée cut-locus.

Par conséquent, en général il n’existe pas de solution globale de classe C' sur €. Il faut donc
chercher un concept de solution généralisée.

On pense d’abord au théoréme de Rademacher, selon lequel toute fonction lipschitzienne est
différentiable presque partout. Il est donc tentant de définir une solution généralisée de (8.1) comme
étant une fonction S lipschitzienne sur Q, solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi presque partout.
Malheureusement ce concept est (de loin) trop faible pour avoir unicité et stabilité par passage a
la limite dans L°°, comme on peut le voir sur les deux exemples suivants.

Exemple 8.2.2. Le probléme

89S  [(95\°
5 <%) =0 p.p. sur Rx]0, 400,
S(O, ) = Oa

a au moins deux solutions
1. S(t,z) =0,

_ 0 si J|z| >t
2 S(t’x)_{—t+|x| si || < t.
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Exemple 8.2.3. Le probléme
08
‘% =1 p.p.sur]0,1[, S(0)=S(1)=0,

admet une infinité de solutions généralisées (voir figure 8.2).

FIGURE 8.2 — Infinité de solutions

En particulier, il existe une suite (S,,) de solutions convergeant uniformément vers 0, et pourtant
0 n’est pas solution.

Ce concept de solution est donc insuffisant.

8.2.2 Deéfinition d’une solution de viscosité

On cherche un concept de solution ayant les propriétés suivantes :
1. il existe une unique solution S de (8.1), dépendant contintiment de g et H ;

2. on a stabilité par passage a la limite évanescente, i.e. si H(z,S:,VS.) = e¢/AS. pour tout
€ > 0 petit, alors S. — S lorsque ¢ tend vers 0;

3. si (8.1) est I'équation d’Hamilton-Jacobi d’une fonction valeur d’'un probléme de controle
optimal, alors la fonction valeur est I'unique solution de (8.1).

L’idée de départ est en fait de régulariser I’équation (8.1) en lui ajoutant le terme e AS (méthode
de viscosité évanescente), car pour une EDP quasi-linéaire du second ordre on sait montrer qu'une
solution réguliére S. existe, et de plus on dispose d’estimations uniformes sur tout compact, ce qui
permet les passages a la limite.

Le concept de solution qui convient est celui de solution de viscosité, introduit par [23] au début
des années 80, et que ’on rappelle ici dans le cadre d’équations d’Hamilton-Jacobi du premier ordre.

Soit Q un ouvert de R"™, H une fonction continue sur 2 x R x R", appelée Hamiltonien, et g
une fonction continue sur 9S2. Considérons I’équation d’Hamilton-Jacobi du premier ordre sur {2

H(z,S(x),VS(x)) = 0. (8.4)

On rappelle tout d’abord la notion de sous- et sur-différentiel.
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Définition 8.2.1. Soit S une fonction sur Q). Le sur-différentiel en un point = € ) est défini par

DtS(z) = {p € R™ | limsup SW) = S@) — by — ) < 0}.

y—x ly — |

De méme, le sous-différentiel en x est

D™S(z) ={pe R" | liminf Sy) =
Yy—x

Remarque 8.2.6. On a les propriétés suivantes.
— Soit S une fonction continue sur 2.
1. peDtS(z) & FpeCHQ) | =S, o(x)=S(x), Ve(x)
2 peDS() & IpeCUQ) |9 <S8, px) = (), Vo) =
— Si S est différentiable en 2 alors D*S(z) = D~ S(z) = {VS(z)}.
— Si DTS(z) et D~S(x) sont non vides, alors S est différentiable en x.

— L’ensemble des points de Q tels que DTS (z) (resp. D~ S(x)) soit non vide est dense dans
Q.

p.
p

Définition 8.2.2. Soit S une fonction continue sur (2. La fonction S est dite sous-solution de
viscosité de 'équation (8.4) si

VreQ VYpe DV o(xr) H(x,v(z),p)<O0.
De méme, S est une sur-solution de viscosité de (8.4) si
VeeQ Vpe D w(lx) H(xz,v(x),p)>0.
Finalement, S est une solution de viscosité de (8.4) si elle est a la fois sous-solution et sur-solution.

Remarque 8.2.7. Si S est une solution de viscosité nulle part différentiable, on impose des conditions
la ot DFS(x) # (), i.e. sur un ensemble dense.
Remarque 8.2.8. — Si S est une solution de classe C*, alors S est aussi solution de viscosité.
— Reéciproquement, si S est solution de viscosité, alors en tout point x de 2 ou S est différen-
tiable, on a H(z, S(z), VS(x)) = 0.
Ceci assure la cohérence avec la notion classique de solution. En particulier, si S est lipschit-
zienne, alors équation d’Hamilton-Jacobi (8.4) est vraie presque partout.

Exemple 8.2.4. La solution de viscosité du probléme

g—i —1=0 sur]0,1[, S(0)=5(1)=0,
est )
sw={, 13 bnats
Remarquons toutefois que S n’est pas solution de viscosité de 1 — |%| = 0. Notons aussi que

cette solution est bien S(z) = d(z,0). Enfin, remarquons que, parmi Uinfinité de solutions de
ce probléme, S est la seule a pouvoir étre obtenue comme limite de viscosité évanescente. En
effet, toute autre solution admet au moins un minimum local strict dans |0, 1[. Or si S. converge
uniformément vers S, avec |[VS.| —1 = e¢AS., et si on note x. un minimum local strict de S., alors
VSe(z:) =0 et AS:(z:) = 0, ce qui est absurde.
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On a les résultats suivants (voir [23, 7, 8]).

Théoréme 8.2.1. Soient Q un ouvert borné de IR"™, g une fonction continue sur 9, et H :
Q x R"™ — IR une fonction continue, uniformément continue en x au sens ow il existe une fonction
w: Rt — RT continue et croissante, avec w(0) = 0 telle que

|H (z,p) — H(y,p)| < w(llz — yll(1+ [lpl]))-
Alors le probléme de Dirichlet
S(x) + H(x,VS(x)) =0 dans 2,
S0 = g,
admet au plus une solution de viscosité.

Théoréme 8.2.2. Soient g une fonction continue sur R", et H : [0,T] x R" x R" — IR telle que

| <
|H(t,z,p) - H(t,2,q)| < Cllp -4l
Alors le probleme de Cauchy
oS as "
¥ + H(t,x, %) =0 dans |0, T[x R",
S(0,) =g(-),

admet au plus une solution de viscosité bornée et uniformément continue.

Il existe beaucoup de théoréemes de ce type. Ce sont des résultats d’unicité, sous des conditions
fortes.

Une méthode pour prouver l'existence d’une solution de viscosité est de régulariser par une
viscosité évanescente, de prouver l'existence d’une solution réguliére S., puis de faire des estimations
uniformes pour passer a la limite (voir [23]). Un autre moyen de prouver d’obtenir des résultats
d’existence (moins général cependant) et d’utiliser la théorie du controle optimal, en montrant
que la fonction valeur associée & un probléme de controle optimal est solution de viscosité d’une
équation d’Hamilton-Jacobi. C’est 'objet de la section suivante.

Exercice 8.2.1. Soient g une fonction continue sur R"”, et H : R"” — R une fonction convexe
telle que

H(p)

[Pl lipli—+o0
En montrant que les caractéristiques sont des droites, montrer que la solution de viscosité du
probléme de Cauchy

oS oS

S(0,-) = g(+) sur R",

) = 0 dans R" x]0, +o0],

est, pour tout ¢t # 0,

t

S(t,r) = min (tL(u) +g(y)) :

ot L est le Lagrangien associé¢ au Hamiltonien H, i.e. L(v) = sup,cgn({p,v)—H(p)). Cette formule
s’appelle formule de Hopf-Lazx.
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8.3 Equations d’Hamilton-Jacobi en contréle optimal

8.3.1 Equations d’Hamilton-Jacobi d’évolution
Définition de la fonction valeur

Soit T' > 0 fixé et U C R™ un compact non vide. Pour tout ¢ €]0, T et tout x € R", considérons
le probléme de controle optimal général suivant : déterminer une trajectoire solution sur [0,¢] du
systéme de controle

Ty (8) = f(xu(s),u(s)), u(s) e U,
(0)~ ot wlere .
qui minimise le cofit .

Clt) = [ @) u()ds + g(a.(0)) (5.6)
le point initial x(0) étant libre, et le temps final ¢ étant fixé.

Définition 8.3.1. Soit « € R". Définissons la fonction valeur S sur [0,T] x R™ par
S(t,z) = inf{C(t,u) | x,(-) solution de (8.5)}.

La fonction valeur est la généralisation du concept de distance. Par exemple en géométrie
Riemannienne elle généralise le concept de distance Riemannienne.

Remarque 8.3.1. 1l est bien clair que S(0,z) = g(z).

L’équation d’Hamilton-Jacobi

Etablissons tout d’abord formellement I’équation d’Hamilton-Jacobi. Supposons que pour tout
t €]0,T] et tout € IR™ il existe une trajectoire optimale x,,(-) solution du probléme de controle
optimal (8.5), (8.6) (voir théoréme 6.2.1). On a alors « = x,(t), et donc

S(t2) = S(t, 2u(t)) = C(t,u) = /O FO(u(s), u(s))ds + g(za(0)).

En dérivant formellement par rapport a ¢, on obtient
aS aS

E(tv ‘Tu(t)) + %(tvxu(t))f(‘ru(t)v u(t)) = fo(xu(t)vu(t))u

et donc
oS oS

Introduisons par ailleurs le Hamiltonien du probléme de contréle optimal
H(z,p,p°,u) = (p, f(a,u)) +p° (2, u).

D’aprés le principe du maximum, le controle optimal u(-) doit vérifier
H(.’L‘(t),p(t),po, u(t)) = rglea[:}(H(:v(t),p(t),pO, U)'

On obtient par conséquent
as

s
_ 07 _ 07 0 _
PP (@) + max H(z, —p" 2= (t,2),p", v) = 0. (8.7)

L’équation (8.7) est I’équation générale dite de Hamilton-Jacobi-Bellman en controle optimal.
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Remarque 8.3.2. S’il n’y a pas d’extrémale anormale, on peut supposer dans le calcul formel

précédent que p® = —1, et on obtient alors I’équation usuelle
aS oS
—+H —)=0
ot (@, 833) ’

ou Hy(x,p) = maxyey H(z,p,—1,v).
Le calcul précédent est formel. En utilisant la notion de solution de viscosité, on a le résultat
rigoureux suivant (voir [23, 7, &]).

Théoréme 8.3.1. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous x,y € R" et
tout w € U, on ait

1f(z, )]l < C, [[f2@z,u)] <C, |lglx)]| <C,
| f(z,u) = f(y, w)|| < Cllz =yl

1%z, u) — fy,u)]| < Cllz —yl|,

lg(z) — gyl < Cllz —yl|.

Alors la fonction valeur S est bornée, lipschitzienne en (t,x), et est l'unique solution de viscosité
du probléme de Dirichlet

95 + Hq(z, g—i) =0 dans|0,T[xRR",

ot (8.8)
S(0,) =g(-) sur R",

ou Hl(xap) = maXyeU H(Iapv _17’0) = maXyeU ((p,f(x,v)> - fo(:E,’U)).

Remarque 8.3.3. En controle optimal, si on est capable de résoudre I’équation d’Hamilton-Jacobi
alors on est capable d’exprimer les controles optimaux comme des feedbacks. En effet, rappelons
que le principe du maximum permet d’exprimer les controéles optimaux comme fonctions de (z,p).
Or on vient de voir précédemment que p(t) = —pog—i(t, x(t)) (au moins si S est différentiable en ce
point). La connaissance de la solution S donne donc beaucoup plus que le principe du maximum,
mais bien entendu cette équation d’Hamilton-Jacobi est aussi beaucoup plus difficile a résoudre.

Pour les aspects numériques, voir le chapitre 9.

Remarque 8.3.4. Dans le cas de systémes linéaires avec un cotit quadratique, on retrouve 1’équation
de Riccati. En liaison avec la remarque précédente, on retrouve donc le fait que, dans le cadre LQ,
I’équation de Riccati permet d’exprimer les controles optimaux comme des feedbacks.

Faisons enfin une derniére remarque qui fait le lien entre la théorie d’Hamilton-Jacobi et le
principe du maximum.

Remarque 8.3.5. Au moins dans le cas ou 2 = R™, i.e. 8’il n’y a pas de contrainte sur le controle,
et si le controle s’exprime, par le PMP, comme une fonction lisse de (z, p), alors les extrémales du
principe du maximum sont les courbes caractéristiques de 1’équation d’Hamilton-Jacobi (8.8).
En effet, la méthode des caractéristiques consiste a résoudre, pour trouver une solution lisse de
(8.8), le systéme d’équations
. OH; . 0H,

Notons (x(t, Z), p(t, Z)) la solution correspondante. Par construction, on a

p(6,) = B (1, 2(1,2),
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d’ou, en utilisant (8.8),

Par ailleurs, par hypothése Hi(z,p) = H(x,p,—1,u(z,p)), avec de plus %—Ij(:zr,p, —1,u(z,p)) =0
puisqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle. Par conséquent

OH, _OH  0HOJu _0H

r  or  oudr  or’

et de méme

0H, OH

op  op
On retrouve donc les équations du principe du maximum
Or OH 0p  OH
ot dp’ ot Iz’
Variante, a point initial fixé

Dans le probléme précédent, le point initial était libre, ce qui a permis de résoudre un probléme
de Dirichlet. Fixons maintenant le point initial xg, et considérons donc le probléme de controle
optimal

iy (s) = f(zu(s),u(s)), u(s) €U,
24, (0) = o, x,,(t) =z,

t (8.9)
C(t,u)z/o 2(zu(s), u(s))ds,

le temps final ¢ étant fixé. Pour tout ¢ € [0,T] et tout = € R", la fonction valeur est définie par
S(t,z) = inf{C(t,u) | x,(-) solution de (8.9)}.

La différence par rapport au cas précédent réside dans la donnée initiale. Ici, il est clair que
S(0,x9) =0, et par convention on pose S(0,z) = 400 si z # xg.

Théoréme 8.3.2. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous x,y € R" et
tout uw € U, on ait

If (@, w)l < C, 1If(,uw)] < C,
1f (@, u) = fy, w)|| < Cllz = yl],
1£°(z, ) = £y, )|l < Cllz —yll.

Alors la fonction valeur S est solution de viscosité de

oS oS
En + Hy(x, o

S(0,20) =0, S(0,2) = 400 si x # xo,

=0 d T[xR"
)=0 dans]0,T[xR", (8.10)

ou Hl(xap) = maXyeu H(:Evpa —1,1)) = maXyeyUy ((p,f(x,v)> - fo(:E,’U)).
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8.3.2 Equations d’Hamilton-Jacobi stationnaires

On obtient des équations d’Hamilton-Jacobi stationnaires en laissant le temps final libre. Pour
simplifier, on se limite ici au probléme du temps minimal (voir [7] pour une généralisation). Consi-
dérons le probléme de temps minimal

u(s) = f(zuls),uls)), uls) €U,

Pour tout x € R", la fonction valeur, appelée fonction temps minimal, est définie par
T(x) = inf{¢ | 2, () solution de (8.11)}.

Comme précédemment, on a T'(z) = 0, et T'(z) = 400 si z # xg.

Etablissons tout d’abord formellement I’équation d’Hamilton-Jacobi vérifiée par T. Supposons
que pour tout x € R™ il existe une trajectoire temps minimale x,, () reliant o & x. On a alors
x = xy(t), et donc T'(z) = T(x(t)) = t. En dérivant formellement par rapport a ¢, on obtient

(VT (zu(1)), f(2u(t), u(t)) = 1.

On en déduit
max H (z, —p°VT(x),p°,v) =0, (8.12)
velU
ott H(z,p,p% u) = (p, f(z,u))+p° est le Hamiltonien du probléme de temps minimal. S’il n’y a pas
d’extrémale anormale, on peut supposer que p’ = —1, et on obtient 1’équation usuelle d’Hamilton-
Jacobi pour le temps minimal.
En utilisant la notion de solution de viscosité, on a le résultat suivant (voir [23, 7, g]).

Théoréme 8.3.3. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous x,y € R" et
tout u € U, on ait

1f (2, )| < O [ f (2, u) = fy,w)]| < Cllz -yl

Alors la fonction temps minimal T est solution de viscosité de

rrgag(VT(x),f(:c,v» =1 dans R",
# (8.13)
T(x9) =0, T(x) =400 si x # xg.

Remarque 8.3.6. Si f(x,u) = u et U est la boule unité de R", on retrouve ’équation Eikonale de
Iintroduction.

Exemple 8.3.1. Considérons le systéme de controle
T=y, y=2z, Z=u, avec |u| < 1.
La fonction temps minimal & partir d’'un point fixé vérifie ’équation d’Hamilton-Jacobi

or ot
ey dy

NESE
0z
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Chapitre 9

Méthodes numériques en controle
optimal

On distingue deux types de méthodes numériques en controle optimal : les méthodes directes
et les méthodes indirectes. Les méthodes directes consistent a discrétiser 1’état et le controle, et
réduisent le probléme a un probléme d’optimisation non linéaire (programmation non linéaire, ou
"nonlinear programming"). Les méthodes indirectes consistent a résoudre numériquement, par une
méthode de tir ("shooting method"), un probléme aux valeurs limites obtenu par application du
principe du maximum. Dans ce chapitre, on s’intéresse d’abord aux méthodes indirectes, puis aux
méthodes directes. Dans une derniére section, on compare les méthodes, et on décrit les méthodes
hybrides qui sont un mélange des deux approches.

9.1 Meéthodes indirectes

9.1.1 Meéthode de tir simple

Le principe est le suivant. Considérons le probléme de controle optimal (4.28), (4.29), et sup-
posons dans un premier temps que le temps final ¢ est fixé. Le principe du maximum donne
une condition nécessaire d’optimalité et affirme que toute trajectoire optimale est la projection
d’une extrémale. Si I'on est capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le controle
extrémal en fonction de (z(t),p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme différentiel de la
forme 2(t) = F(t,z(t)), ou z(t) = (x(t),p(t)), et les conditions initiales, finales, et les conditions
de transversalité, se mettent sous la forme R(z(0),z(t;)) = 0. Finalement, on obtient le probléme
aux valeurs limites

i(t) = F(t, 2(1)), ©.1)
R(z(0),2(ty)) = 0.

Notons z(t, zo) la solution du probléme de Cauchy
2(t) = F(t, 2(t)), 2(0) = zo,
et posons G(z9) = R(z0,2(ts,z0)). Le probléme (9.1) aux valeurs limites est alors équivalent a
G(z0) =0,

i.e. il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G.
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton (voir section 9.1.3).

189
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Remarque 9.1.1. Si le temps final ¢ est libre, on peut se ramener a la formulation précédente
en considérant £y comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimension de I’état en

considérant I’équation supplémentaire dj—[ = 0. On peut utiliser le méme artifice si le controle est

bang-bang, pour déterminer les temps de commutation.

Il peut cependant s’avérer préférable, lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition de
transversalité sur le Hamiltonien.

9.1.2 Meéthode de tir multiple

Par rapport & la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe l'intervalle [0, 7]
en N intervalles [¢;,¢;4+1], et se donne comme inconnues les valeurs z(¢;) au début de chaque sous-
intervalle. Il faut prendre en compte des conditions de recollement en chaque temps ¢; (conditions
de continuité). L’intérét est d’améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classique pour
Palgorithme de tir multiple est [65].

De maniére plus précise, considérons un probléme de contrdle optimal général. L’application
du principe du maximum réduit le probléme & un probléeme aux valeurs limites du type

<t
Fl(t,z(t)) si by <t <ty
At = Flt =) = (9.2)

Fu(t,z(1)) si ts <t <ty

ott z = (z,p) € R* (p est le vecteur adjoint), et t1,ta, ..., ts € [to,tf] peuvent étre des temps de
commutation ; dans le cas ol le probléme inclut des contraintes sur I’état, ce peut étre des temps
de jonction avec un arc frontiére, ou bien des temps de contact avec la frontiére. On a de plus des
conditions de continuité sur I’état et le vecteur adjoint aux points de commutation. Dans le cas de
contraintes sur I'état, on a des conditions de saut sur le vecteur adjoint, et des conditions sur la
contrainte ¢ en des points de jonction ou de contact (voir & ce sujet [12, 55, 21, 56, 15, 14]). De
plus on a des conditions aux limites sur 1’état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et
sur le Hamiltonien si le temps final est libre.

Remarque 9.1.2. A priori le temps final ¢¢ est inconnu. Par ailleurs dans la méthode de tir multiple
le nombre s de commutations doit étre fixé ; on le détermine lorsque c’est possible par une analyse
géométrique du probléme.

La méthode de tir multiple consiste a subdiviser lintervalle [to,¢] en N sous-intervalles, la
valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant inconnue. Plus précisément, soit ¢y < o1 <
.-+ < 0), < ty une subdivision fizée de I'intervalle [to, t¢]. En tout point ¢; la fonction z est continue.
On peut considérer o; comme un point de commutation fixe, en lequel on a

{Z(U}L) = z(05),

% .
oj =0, fixé.

On définit maintenant les noeuds

{Tl,.. .,Tm} = {to,tf} U {0'1,.. .,O’k}U {tl,.. .,ts}. (93)
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Finalement on est conduit au probleme auz valeurs limites

Fi(t, z(t)) sl < Ty

<t
FQ(t,Z(t)) SiTo <t <713
o i(t) = F(t,2(t) =

Fm_l(t,z(t)) si Tm—1 < t < Tm
e Vje{2,...,m—1} Tj(Tj,Z(T;),Z(TjJr)) =0
o 7 (Tim, 2(11), 2(7m)) =0

ol T, = tg est fixé, 7, =1, et les r; représentent les conditions intérieures ou limites précédentes.

Remarque 9.1.3. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre de noeuds. C’est
la en effet le principe de la méthode de tir multiple, par opposition & la méthode de tir simple
oil les erreurs par rapport a la condition initiale évoluent exponentiellement en fonction de t¢-tg
(voir [65]). Bien siir dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans la
méthode de tir simple, mais éventuellement l'intégration du systéme (9.2) peut se paralléliser.

Posons 2 = z(r;r), et soit z(t, 71, zj_l) la solution du probléme de Cauchy

2(t) = F(t, 2(t)), z(1j—1) = z;r_l.

On a
2(1;) = z(rjf,rj,l,z;r_l).

Les conditions intérieures et frontiéres s’écrivent

Vie{2,...om—=1} ri(ry,2(17 11, 24),20) =0, 95)
Ton (T 2175 2(T0 s Tm—1, 2,5 1)) = 0.
Posons maintenant
7 = (zf,Tm,z;,Tg, .. .,Z:;fl,Tm_l)T e REGHDm=1)
(ou z € R®™). Alors les conditions (9.5) sont vérifiées si
Tm(Tm;Zfaz(znzmi;hZ%fl))
G(2) = ralre, 2075 7 5 ). %) ) (9.6)

Tm—1 (Tmu Z(Tm_lu Tm—2, 272—2)7 Z;rz—l)

On s’est donc ramené & déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie sur un espace vectoriel
dont la dimension est proportionnelle au nombre de points de commutation et de points de la
subdivision. L’équation G = 0 peut alors étre résolue itérativement par une méthode de type
Newton (voir la section suivante).

9.1.3 Rappels sur les méthodes de Newton

Il s’agit de résoudre numériquement G(z) = 0, ott G : R? — R” est une fonction de classe C*.
L’idée de base est la suivante. Si zj est proche d’un zéro z de G, alors

0=G(2) = G(zx) + dG(zk).(z — z) + o(z — zk).
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On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence
-1
Zk+1 = Rk — (dG(Zk)) .G(Zk),

un point initial zy € RP étant choisi, et on espére que z, converge vers le zéro z. Ceci suppose
donc le calcul de 'inverse de la matrice jacobienne de G, ce qui doit étre évité numériquement. Il
s’agit alors, a chaque étape, de résoudre 1’équation

G(Zk) + dG(Zk)dk =0,

ou dy, est appelé direction de descente, et on pose zp+1 = zx + dj.

Sous des hypotheéses générales, 'algorithme de Newton converge, et la convergence est qua-
dratique (voir par exemple [0, G1, 65]). Il existe de nombreuses variantes de la méthode Newton :
méthode de descente, de quasi-Newton, de Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode
permet, en général, une détermination trés précise d’'un zéro. Son inconvénient principal est la
petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il faut que le point initial
zp soit suffisamment proche de la solution recherchée z. Ceci suppose donc que pour déterminer le
zéro z il faut avoir au préalable une idée approximative de la valeur de z.

Du point de vue du controéle optimal, cela signifie que, pour appliquer une méthode de tir,
il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale cherchée. Ceci peut sembler paradoxal,
mais il existe des moyens de se donner une approximation, méme grossiére, de cette trajectoire
optimale. Il s’agit 1a en tout cas d’une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont
trés précises mais requiérent une connaissance a priori (plus ou moins grossiére) de la trajectoire
optimale cherchée.

9.2 Meéthodes directes

Les méthodes directes consistent & transformer le probléme de contréle optimal en un probléme
d’optimisation non linéaire en dimension finie.

9.2.1 Discrétisation totale : tir direct

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléme de controle optimal. En discré-
tisant 1’état et le controle, on se raméne & un probléme d’optimisation non linéaire en dimension
finie (ou probléme de programmation non linéaire) de la forme

min F(Z), (9.7)

o Z = (T, , TN, ULy« -, Up), €F

C ={Z]¢(Z)=0,i€l,....r

9.8
9:(2) <0, jer+1,...,m} (9-8)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les controles dans un espace de dimension finie,
et & utiliser une méthode d’intégration numérique des équations différentielles. Considérons donc
une subdivision 0 =ty < t; < --- <ty =ty de 'intervalle [0, ¢¢]. Réduisons 'espace des controles
en considérant (par exemple) des controles constants par morceaux selon cette subdivision. Par
ailleurs, choisissons une discrétisation de I’équation différentielle, par exemple choisissons ici (pour
simplifier) la méthode d’Euler explicite. On obtient alors, en posant h; = t; 1 — ¢;,

Tip1 =z + hi f (i, x4, u5).
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Remarque 9.2.1. 1l existe une infinité de variantes. D’une part, on peut discrétiser 1’ensemble
des controles admissibles par des contrbles constants par morceaux, ou affines par morceaux, ou
des splines, etc. D’autre part, il existe de nombreuses méthodes pour discrétiser une équation
différentielle ordinaire : méthode d’Euler (explicite ou implicite), point milieu, Heun, Runge-Kutta,
Adams-Moulton, etc (voir par exemple [24, 49, 61, 65]). Le choix de la méthode dépend du probléme
abordé.

La discrétisation précédente conduit donc au probléme de programmation non linéaire

Li41 :I'L_"h/lf(thxhul)v i:O,...,N—l,
min C(xg, ..., TN, UQy -, UN ),
weQ, i=0,...,N—1,

i.e. un probléme du type (9.7).

Remarque 9.2.2. Cette méthode est trés simple & mettre en oeuvre. De plus l'introduction d’éven-
tuelles contraintes sur 1’état ne pose aucun probléme.

D’un point de vue plus général, cela revient a choisir une discrétisation des controdles, ainsi que
de I’état, dans certains espaces de dimension finie :

N
u € Vect(Uy,...,Uy), ie u(t)= ZuiUi(t), u; € R,
i=1

N
x € Vect(X1,...,Xn), ie x(t) = inXi(t), z; € R,
i=1

ou les U;(t) et X;(t) représentent une base de Galerkin. Typiquement, on peut choisir des approxi-
mations polynomiales par morceaux. L’équation différentielle, ainsi que les éventuelles contraintes
sur I’état ou le contréle, ne sont vérifiées que sur les points de la discrétisation. On se rameéne bien
a un probléme d’optimisation non linéaire en dimension finie de la forme (9.7).

La résolution numérique d’un probléme de programmation non linéaire du type (9.7) est stan-
dard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une méthode de pénalisation, ou par une méthode
SQP (sequential quadratic programming). Dans ces méthodes, le but est de se ramener a des
sous-problémes plus simples, sans contraintes, en utilisant des fonctions de pénalisation pour les
contraintes, ou bien d’appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker pour des problémes d’op-
timisation avec contraintes. Pour le probléme (9.7), (9.8), les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent

VF(Z)+ > A\iVgi(Z) =0,
=1

ol les multiplicateurs de Lagrange \; vérifient
XNigi(Z)=0,ie{l,...;r}, et \; =20, i€ {r+1,...,m}.

Les méthodes SQP consistent & calculer de maniére itérative ces multiplicateurs de Lagrange, en
utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton. A chaque itération, on utilise une méthode de
quasi-Newton pour estimer le Hessien du Lagrangien associé au probléme de programmation non
linéaire, et on résout un sous-probléme de programmation quadratique basé sur une approximation
quadratique du Lagrangien. Pour plus de détails sur cette méthode, voir [29, 33].

Il y a une infinité de variantes des méthodes directes. L’approche décrite ci-dessus permet
déja de considérer de nombreuses variantes, mais il faut mentionner aussi les méthodes pseudo-
spectrales, de collocation, etc. Pour un survey trés complet sur les méthodes directes et leur mise
en oeuvre numeérique, nous renvoyons le lecteur a 'excellent livre [11].
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9.2.2 Reésolution numérique de I’équation d’Hamilton-Jacobi
Il existe de nombreuses méthodes numériques pour résoudre 1’équation d’Hamilton-Jacobi

oS s

— + Hy(x,—) =0,

gt 1@ 50
ot Hy(x,p) = max,ep (p, f(x,u)) — f(z,u). Commengons par décrire une discrétisation simple
de cette équation par différences finies. Il convient de remarquer, similairement aux équations de
transport, que pour assurer la stabilité il faut décentrer le schéma. Ainsi, pour discrétiser

oS ", 08
<%,f(a:,u)> = —fp(xau)v

ox
p=1 "7

on est amené a discrétiser 5975 par une différence divisée a droite ou a gauche, selon le signe de
P

folz, ).

Considérons un maillage de lespace (x;), ou 1 = (i1,...,i,) € Z", supposé régulier pour sim-
plifier, et une discrétisation réguliére (t;) de l'intervalle de temps. Notons h = (h1, ..., h,) le pas
d’espace, et et k =t; 11 —t; le pas de temps. Soit St ; la valeur approchée de S(¢;, zz). Il convient
d’approcher g—i(x;) par une différence divisée & gauche (resp. & droite) si fj, (s, u) est positif (resp.
négatif). Pour tout réel a, on pose

ay = max(a,0) = %m', a— = min(a,0) = G_TM
Pour tout p € {1,...,n}, onnote e, = (0,...,1,...,0), le "1" étant en p-éme position. On obtient
donc le schéma explicite
Sik+1 — Sik
O — 3 3
k
- Stk — St—e, .k Stte, k — Stk
+ max <Z (fp(a:,u)Jrip + fplz,u) —2—) — fO(zr,u) ).
uelU o hp hp

Il existe de nombreuses méthodes de discrétisation. Le schéma de discrétisation par différences
finies proposé ci-dessus est le plus simple, mais on peut adopter des schémas d’ordre supérieur.

11 existe aussi les méthodes de front d’onde (voir [63]), qui consistent a calculer les ensembles de
niveau de la fonction valeur S solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi. Particuliérement efficaces
en petite dimension, ces méthodes consistent & faire évoluer le front d’onde de la fonction valeur
en partant d’un point ou d’un ensemble initial donné. La complexité algorithmique est linéaire en
fonction du nombre de points de discrétisation. Ces méthodes ont été implémentées de maniére
trés efficace sur des problémes de dimension moyenne (typiquement 3). La construction de tels
schémas n’est cependant pas immédiate, et en fonction de I’équation il faut étre capable d’élaborer
un schéma stable et consistant (voir [63] pour des exemples).

Remarque 9.2.3. Notons que, de méme que précédemment, I'introduction de contraintes sur ’état
ne pose aucun probléme : il suffit en effet d’imposer a la fonction valeur d’étre égale & +oo sur le
domaine interdit. Numériquement, cela signifie qu’on impose une valeur assez grande a la fonction
valeur, en les points du maillage qui sont dans le domaine interdit.

Remarque 9.2.4. Lorsqu’on a localisé les courbes de commutations, on peut éventuellement raffiner
le maillage autour de ces courbes pour obtenir une meilleure précision.



9.3. QUELLE METHODE CHOISIR ? 195

9.3

Quelle méthode choisir ?

Les méthodes directes présentent les avantages suivants sur les méthodes indirectes :

leur mise en oeuvre est plus simple car elles ne nécessitent pas une étude théorique préalable
comme les méthodes indirectes ; en particulier, on n’a pas & étudier les variables adjointes,
ou bien a connaitre & ’avance la structure des commutations ;

elles sont plus robustes;

elles sont peu sensibles au choix de la condition initiale (contrairement aux méthodes indi-
rectes, cf ci-dessous) ;

il est facile de tenir compte d’éventuelles contraintes sur ’état ;

elles permettent de calculer les contréoles optimaux sous forme de feedback, i.e. en boucle
fermée, ce qui est particuliérement adapté aux problémes de stabilisation, et/ou a la mise
en oeuvre de systémes embarqués.

En revanche,

les méthodes directes sont moins précises que les méthodes indirectes ; par exemple dans les
problémes de controle optimal issus de ’aéronautique, la précision des méthodes directes
s’avére en général insuffisante, malgré 'augmentation du nombre de pas de la discrétisation ;
la discrétisation directe d’un probléme de controle optimal comporte souvent plusieurs mi-
nima (locaux), et les méthodes directes peuvent converger vers ces minima; pourtant la
solution ainsi déterminée peut s’avérer étre trés éloignée de la vraie solution optimale;

les méthodes directes sont gourmandes en mémoire, et de ce fait peuvent devenir inefficaces
si la dimension d’espace est trop grande.

Remarque 9.3.1. Si la dynamique du systéme de contrdle est compliquée, le calcul du systéme
extrémal, notamment des équations adjointes, peut étre effectué avec un logiciel de calcul formel
comme Maple.

Les avantages des méthodes indirectes sont

Pextréme précision numérique ;
la méthode de tir multiple est, par construction, parallélisable, et son implémentation peut
donc étre envisagée sur un réseau d’ordinateurs montés en paralléle.

Les inconvénients des méthodes indirectes sont les suivants :

elles calculent les controles optimaux sous forme de boucle ouverte ;

elles sont basées sur le principe du maximum qui est une condition nécessaire d’optimalité
seulement, et donc il faut étre capable de vérifier a posteriori 'optimalité de la trajectoire
calculée ;

rigidité de la méthode : la structure des commutations doit étre connue a lavance (par
exemple par une étude géométrique du probléme). De méme, il n’est pas facile d’introduire
des contraintes sur 1’état, car d’une part cela requiert d’appliquer un principe du maximum
tenant compte de ces contraintes (qui est beaucoup plus compliqué que le principe du maxi-
mum standard), d’autre part la présence de contraintes sur I'état peut rendre compliquée
la structure de la trajectoire optimale, notamment la structure de ses commutations.
Deuxiémement, il faut étre capable de deviner de bonnes conditions initiales pour 1’état et
le vecteur adjoint, pour espérer faire converger la méthode de tir. En effet le domaine de
convergence de la méthode de Newton peut étre assez petit en fonction du probléme de
controle optimal.

Remarque 9.3.2. Que l'on ait utilisé une méthode directe ou une méthode indirecte, il faut étre
capable de vérifier, a posteriori, que 'on a bien obtenu la trajectoire optimale. Les causes sont
cependant différentes selon la méthode.

Si on a utilisé une méthode directe, il se peut qu’elle ait convergé vers un (pseudo)-minimum
local, dii & la discrétisation du probléme. Notons toutefois que I’équation d’Hamilton-Jacobi
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donne une condition nécessaire et suffisante d’optimalité, et conduit donc & des trajectoires
globalement optimales.

— Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum qui donne une condition
nécessaire d’optimalité locale. Une fois ces trajectoires déterminées, la théorie des points
conjugués permet d’établir qu'une extrémale est localement optimale avant son premier
temps conjugué (voir [13]). L’optimalité globale est beaucoup plus difficile & établir en
général, et sur des exemples spécifiques on 1’établit numériquement.

Remarque 9.3.3. Les méthodes directes donnent les controles extrémaux sous forme de boucle
fermée, et les méthodes indirectes sous forme de boucle ouverte seulement. Cependant, une trajec-
toire optimale ayant été déterminée par une méthode indirecte, on peut stabiliser cette trajectoire
en calculant, par une méthode LQ par exemple, un contréle feedback localement autour ce la
trajectoire.

Le tableau suivant résume les caractéristiques des méthodes directes et indirectes.

Méthodes directes

Méthodes indirectes

mise en oeuvre simple,
sans connaissance a priori

connaissance a priori de la structure
de la trajectoire optimale

peu sensibles au choix de la
condition initiale

trés sensibles au choix de la
condition initiale

facilité de la prise en compte
de contraintes sur I’état

difficulté théorique de la prise en compte
de contraintes sur I’état

controles (globalement) optimaux
en boucle fermée

controles (localement) optimaux
en boucle ouverte

précision numérique basse ou moyenne

trés grande précision numérique

efficaces en basse dimension

efficaces en toute dimension

gourmandise en mémoire

calculs parallélisables

probléme des minima locaux

petit domaine de convergence

Pour pallier I'inconvénient majeur des méthodes indirectes, & savoir la sensibilité extréme par
rapport a la condition initiale, on propose plusieurs solutions.

Une premiére solution raisonnable consiste & combiner les deux approches : méthodes directes et
indirectes, de facon a obtenir ce qu’on appelle une méthode hybride. Quand on aborde un probléme
de contréle optimal, on peut d’abord essayer de mettre en oeuvre une méthode directe. On peut
ainsi espérer obtenir une idée assez précise de la structure des commutations, ainsi qu’'une bonne
approximation de la trajectoire optimale, et du vecteur adjoint associé. Si on souhaite plus de
précision numérique, on met alors en oeuvre une méthode de tir, en espérant que le résultat fourni
par la méthode directe donne une approximation suffisante de la trajectoire optimale cherchée,
fournissant ainsi un point de départ appartenant au domaine de convergence de la méthode de tir.
En combinant ainsi les deux approches (méthodes directes puis indirectes), on peut bénéficier de
I'excellente précision numérique fournie par la méthode de tir tout en réduisant considérablement
le désavantage di & la petitesse de son domaine de convergence.

En appliquant d’abord une méthode directe, on peut obtenir une approximation de I'état ad-
joint. En effet, on a vu qu’une méthode directe consiste a résoudre numériquement un probléme de
programmation non linéaire avec contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange associés au Lagran-
gien de ce probléme de programmation non linéaire donnent une approximation de 1’état adjoint
(on a déja vu que le vecteur adjoint n’est rien d’autre qu'un multiplicateur de Lagrange). A ce
sujet, voir [21, 66, 34].

Une deuxiéme solution consiste a utiliser une méthode d’homotopie (ou méthode de continua-
tion). Il s’agit de construire une famille de problémes de controle optimal (Pa)ac(o,1] dépendant
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d’un paramétre « € [0, 1], out le probléme initial correspond a Py. On doit s’arranger pour que le
probléme P; soit plus simple & résoudre que Py. Une telle famille ne peut étre construite que si
I’on posséde une bonne intuition et une bonne connaissance de la physique du probléme. Par la
méthode de tir, chaque probléme de contréle optimal P, se raméne & la détermination d’un zéro

d’une fonction. On obtient donc une famille & un parameétre d’équations non linéaires
Go(Z)=0, a €][0,1].

Supposons avoir résolu numériquement le probléme P;, et considérons une subdivision 0 = ay <
a1 < -+ < ap = 1 de lintervalle [0, 1]. La solution de P; peut alors étre utilisée comme point de
départ de la méthode de tir appliquée au probléme P,,_, . Puis, par une procédure inductive finie,
la solution du probléme P,,,, constitue une condition initiale pour appliquer la méthode de tir au
probléme P,,. Bien entendu il faut choisir judicieusement la subdivision («;), et éventuellement la
raffiner.

Pour faciliter I'intuition, il est important que le paramétre « soit un parameétre naturel du
probléme. Par exemple si le probléme de contréle optimal comporte une contrainte forte sur 1’état,
du type ¢(z) < 1, une méthode d’homotopie peut consister a relaxer cette contrainte, en résolvant
d’abord des problémes ou c¢(z) < A, avec A > 0 grand. Cela revient donc a résoudre une série de
problémes de controle optimal ot 'on introduit petit & petit la contrainte sur I’état. Mathémati-
quement, pour pouvoir espérer la convergence de la méthode en passant d’un pas & un autre, il
faut que la chaine de problémes de controle optimal introduite dépende contintiment du paramétre
Q.

On peut généraliser cette approche par homotopie :

— chaque probléme P, peut lui-méme étre résolu par homotopie, i.e. par la résolution de
sous-problémes (ce peut étre le cas si par exemple le probléme de controle optimal initial
comporte plusieurs contraintes sur 1'état fortement actives);

— la classe de problémes considérés peut dépendre de plusieurs parameétres. Dans ce cas il faut
choisir un chemin dans ’espace des paramétres, reliant le probléme initial au probléme plus
simple & résoudre.

En conclusion, on utilisera plutét une méthode directe si

— on n’a pas besoin d’une grande précision de calcul ;

— la dimension d’espace est assez petite ;

— on n’a aucune idée a priori de la trajectoire optimale recherchée, par exemple on ne sait rien

sur la structure des commutations ;

— on veut introduire facilement des contraintes sur I’état.

On utilisera plutét une méthode indirecte

— si la dimension d’espace est assez grande;

— si on a besoin de calculer la trajectoire optimale de maniére trés précise;

— dans un deuxiéme temps, aprés avoir appliqué une méthode directe qui a donné une premiére

approximation de la solution optimale.

Cependant, pour des problémes de controle optimal o le systéme de controle est raide (en
anglais stiff system), en aéronautique notamment, application d’une méthode directe peut s’avérer
insuffisante pour obtenir une bonne approximation de la solution optimale et du vecteur adjoint,
i.e. cette approximation ne constitue pas une condition initiale assez précise pour faire converger
la méthode de tir. En effet, le probléme aux valeurs limites sous-jacent est mal conditionné, si bien
que le domaine de convergence de la méthode est trés petit, inaccessible par une méthode directe.
Dans ce cas, on peut avoir recours & une méthode d’homotopie pour tenter de faire converger la
méthode de tir.

Par ailleurs, pour des problémes de controle optimal complexes, comme par exemple des mission
interstellaires, ou la trajectoire optimale a une structure trés compliquée, une précision extréme
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est requise pour calculer numériquement cette trajectoire. Dans ce cas 'application d’une méthode
de tir s’avére indispensable.

En revanche, si le systéme extrémal est lui-méme trés complexe (c’est le cas dans certains
problémes de contréle optimal de robots industriels, ou 1’écriture des équations adjointes peut
requérir des centaines, voire des milliers de lignes), une méthode directe peut étre préférable a la
méthode de tir, avec toutefois les limitations précédemment décrites.

Il existe beaucoup d’autres méthodes pour contrebalancer les inconvénients respectifs des mé-
thodes directes ou indirectes. Nous n’évoquons pas ici par exemple les techniques parfois pointues
de controle optimal géométrique (voir par exemple [2, 13] pour le controle géométrique) qui peuvent
améliorer notablement le champ d’applications des méthodes indirectes, comme cela a été montré
de maniére rapide dans le chapitre 7.4 sur le controle optimal de la rentrée atmosphérique d’une
navette spatiale. Pour les méthodes directes, nous renvoyouns le lecteur a [11].

Nous donnons ci-dessous un exemple trés simple de mise en oeuvre numérique codé en Matlab,
en utilisant des routines qui, attention, sont connues pour ne pas étre efficaces (mais elles sont
en revanche simples d’utilisation, dans un premier temps). Il faut noter que, dans la pratique, on
utilise des outils plus évolués et efficaces, et pour gagner en vitesse d’exécution il est préférable
de coder (dans un second temps) dans un langage compilé comme Fortran ou C, en utilisant des
routines expertes qu’on peut trouver sur le web. Notons enfin qu’une maniére simple mais efficace
de coder des méthodes directes est 1'utilisation du langage de modélisation mathématique AMPL
combiné a une routine d’optimisation non linéaire comme IPOPT. Les calculs peuvent méme étre
lancés en ligne sur le site web NEOS Solvers. On trouve sur le web de nombreux softwares "tout-
en-un", qui implémentent des méthodes directes ou bien des méthodes indirectes. Faire une telle
liste serait fastidieux, et une telle liste évolue sans arrét. Le lecteur intéressé trouvera facilement
sur le web ou pourra demander conseil & des experts.

Exemple 9.3.1. Comparons les méthodes décrites sur un exemple simple. Considérons le probléme
du temps minimal pour le systéme de controle

@(t) =y(t), =(0) =0,
=u 0

(1) (59)

avec |u(t)] < 1.

Solution exacte.
Commengons par calculer la solution exacte de ce probléme. Le Hamiltonien est H = p,y+p,u+p°,
et les équations adjointes sont
Dx =0, py = —Pzx-
On en déduit que p,(t) = cste = A, et donc py(t) = —At + . Par ailleurs la condition de maximum
du principe du maximum donne u(t) = signe(p, (t)). En particulier les contrdles extrémaux ont au
plus une commutation.
Décrivons la trajectoire obtenue en prenant u(t) = 1 sur [0,¢1], puis u(t) = —1 sur |1, 7).
D’aprés les équations (9.9), on obtient
S0 <t <1y, alors z(t) = L et y(t) = t;
— ity <t < T, alors z(t) = —% +2t1t — 13 et y(t) = —t + 2t1.
Les trajectoires obtenues en prenant d’abord u = —1, puis v = 1, sont les symétriques des précé-
dentes par rapport a lorigine (voir figure 9.1).
Il est clair que la courbe I' définie par
2

I={(z,y) eR* |z = %signe(y)}
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u=+1 r

FIGURE 9.1 — Synthése optimale

est la courbe de commutation. Plus précisément, le controle temps minimal est donné par
2
— six > %signe(y) ousir= %,flors u(z,y) = +1;
— si @ < %signe(y) ou si v = —%-, alors u(z,y) = —1.
Calculons la fonction temps minimal T'(z, y) pour aller de (0,0) & (z, y). Supposons que le point
(x,y) est en dessous de la courbe I'. Ce point est atteint par la succession d’un arc u = +1, puis

u = —1. On en déduit qu’il existe un unique couple (t1,7") tel que z = —%2 +2t47 — 13, et y =
—T + 2t;. La résolution de ce systéme conduit facilement & T' = 2/z + %y2 —y. De méme, si le
point (z,y) est au-dessus de la courbe I', on calcule T' = 2y /x + 1y2+y. Enfin, le long de la courbe

I, on a clairement T = |y|. Finalement, la fonction temps minimal est donnée par la formule

1 : v
24/ + §y2 —y si x> 351gne(y),
1 y?
24/ —x + §y2 +y six< ?signe(y).

Remarque 9.3.4. Notons que la fonction temps minimal (9.10) vérifie bien équation d’Hamilton-
Jacobi associée au probléme de controle optimal (9.9)

T(x,y) = (9.10)

or |oT
Yon +‘8y =1, T(0,0)=0.

Les ensembles de niveau de la fonction temps minimal, i.e. les ensembles T1(r) = {(x,y) €
R? | T(x,y) = r}, ott > 0, sont représentés sur la figure 9.2. Notons que T~ !(r) est aussi le bord
de ’ensemble accessible en temps r.

Sur cet exemple, nous proposons trois méthodes numériques. Tout d’abord, nous résolvons nu-
mériquement 1’équation d’Hamilton-Jacobi. Ensuite, nous mettons en oeuvre une méthode directe,
puis une méthode indirecte, pour aller en temps minimal de (0,0) a (0, —1). Par commodité les
programmes sont effectués sous Matlab, en utilisant certaines routines spécifiques.

Résolution numérique de ’équation d’Hamilton-Jacobi.
Notons h (resp. hy) le pas de discrétisation en x (resp. en y). On discrétise de la maniere suivante :
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0.4
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FIGURE 9.2 — Ensembles de niveau de la fonction temps minimal

— si y(j) < 0 alors

T(i+1,7)—T(i,j)

1

T(Za]) _T(iaj+ 1) T(Zvj) _T(iaj B 1)

) hy

T@,j)—T@j+1) T3 j)—T3Ej—1)

y(j) > + max(0, n
— si y(j) > 0 alors
T(i,j) - TG —1,j
Sy L=ty

he hy

Notons que, en posant m = min(7'(¢,j —1),T(i,5+ 1)), on a :

max(0, , =

hy hy

T—T(,j+1) T—T(,j—1) { 0

Avec des pas hy = hy = 0.01, et 200 itérations, on obtient le résultat de la figure 9.3.

Le programme est le suivant.

function hjb2

%% Discretisation de 1’equation d’HJB :

%o y dS/dx + |dS/dyl = 1, S(0,0)=0.
%% On discretise de la maniere suivante :
%h si y(3)<0 : y(§)*(S(i+1,j)-S(i,j))/hx

hote + max (0, (8(i,j)-8(i,j+1))/hy,(S(i,j)-8(i,j-1))/hy)

%h si y(3)>0 @ y(jI)*(S(i,j)-S(i-1,j))/hx

Tote + max (0, (S(i,j)-S(i,j+1))/hy,(S(i,j)-8(i,j-1))/hy)

%% et on remarque que, si m=min(S(i,j-1),S(i,j+1)) :
%% max(0, (8-S(i,j+1))/hy,(8-8(i,j-1))/hy) = 0
Toth (8-m) /hy

clear all ; close all ; clc ;

) hy
si T <m,
si T >m.

si S<m
siS>m

)=1.

)=1.
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hx = 0.01 ; hy = 0.01 ; big=1le6 ; Nit=200 ;
xmin = -1 ; xmax = 1 ; ymin = -1 ; ymax = 1 ;

x = [ xmin : hx : xmax ] ; y = [ ymin : hy : ymax ] ;
S = ones(length(x),length(y))*big ; Snew = S ;

i0 = find(x==0) ; jO = find(y==0) ;

$(i0,30) = 0 ;

for it=1:Nit
for i=2:length(x)-1
for j=2:length(y)-1
m = min( S(i,j-1) , S(i,j+1) ) ;
if y(3)>0
if y(j)*(m-S(i-1,j)) > hx
Snew(i,j) = S(i-1,j)+hx/y(§) ;
else
Snew(i,j) = (hx*hythx*m+hy*y(j)*S(i-1,j))/(hx+hy*y(j)) ;
end
else
if y(j)*(S(i+1,j)-m) > hx
Snew(i,j) = S(i+1,j)-hx/y(§) ;
else
Snew(i,j) = (hx*hy+hx*m-hy*y(j)*S(i+1,j))/(hx-hy*y(j)) ;
end
end
end
end
S = Snew ;
5(i0,3j0) = 0 ;
end

[X,Y] = meshgrid(x,y) ; Nx = size(X,1)-2 ; Ny = size(X,2)-2 ;
figure ; contour(S(Nx/4:3%Nx/4,Ny/4:3*Ny/4),[0:0.1:1]) ;

Les résultats sont donnés sur la figure 9.3.

Le probléme est la lenteur de la convergence de cet algorithme. Ici, la convergence est en
max(h,, hy)l/ 4. Les valeurs prises dans le programme précédent ne sont donc pas bonnes, et il faut
prendre des valeurs h,, h, beaucoup plus petites. Mais alors le temps d’exécution du programme
est trés long. Il faut donc absolument avoir recours & un langage de programmation compilé comme
le C++ pour implémenter cet algorithme, et avoir ainsi un temps d’exécution raisonnable. Ceci
a été effectué, les résultats sont sur la figure 9.4. Notons qu’il faudrait en fait, vu la lenteur de
la convergence, prendre h, = h, = 1077, mais dans ce cas méme en C+-+ lalgorithme n’est pas
efficace. Il faut donc envisager un algorithme plus fin, ou une méthode de front d’onde (voir [63]).

Mise en oeuvre d’une méthode directe. On se raméne a un probléme de programmation non
linéaire. Un tel probléme se résout a l'aide d’'une méthode SQP. Cet algorithme est implémenté
dans la ToolBox optim de Matlab, il s’agit de la routine fmincon.m, que 'on utilise ici.

function direct
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FIGURE 9.3 — Ensembles de niveau de la fonction temps minimal

%% Discretisation directe (en utilisant fmincon.m)

%% du probleme de temps minimal

%% xdot=y, ydot=u, |ul<=1,

%% le probleme etant de joindre (0,0) a (0,-1) en temps minimal.

clear all ; close all ; clc ;

N = 20 ; % nombre de pas de discretisation

uinit = 2*rand(N,1)-1 ; % initialisation aleatoire du controle
tfinit = 1 ; xinit = [uinit ; tfinit] ;

% point de depart pour fmincon

1b = -ones(N+1,1) ; 1b(N+1) = O ; ub = ones(N+1,1) ; ub(N+1) = 20 ;
% contrainte sur le controle |u|l <=1, et 0 <= tf <= 20

[rep,Fval,exitflag] = fmincon(@tempsfinal,xinit,[]1,[],[]1,[],1b,ub,@cond) ;

exitflag

tf = rep(end) ; x(1)=0 ; y(1) =0 ;

for i=1:N
x(i+1) = x(1) + tf/N*xy(i) ;
y(i+1) = y(i) + tf/Nxrep(i) ;
end % calcul de la trajectoire optimale

subplot(121) ; plot(x,y) ; axis square ; title(’Trajectoire’) ;
subplot(122) ; plot(linspace(0,tf,N),rep(1:N)) ;
axis square ; title(’Controle’) ;

function [c,ceq] = cond(x)
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Solution theorique hx=hy=0.01, Nit=200

05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05 -05 -04 -03 -02 01 0 01 02 03 04 05
hX:hVZO.OOZ, Nit=1000 hX:hy:O.OOl, Nit=2000
05 T T 05 T T
04 1 oaf

03} a4 o3f 1]
02 %l/é 0.2r /:éj—
“08 08

01

06
4/‘ 6 0 L ,///9
01 _/O%X 0.1f4 06 1 2
07 8 0
//0' o7 08
o8 09 e
02F ,/1 02F08 0
[o09 /1
L1
03 03f 4.
04 04
05 . . . . . . . . . 05 . . . . . . . . .
05 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 02 03 04 05 0.5 04 -03 0.2 0.1 0 01 0.2 03 04 05

FIGURE 9.4 — Comparaison des résultats numériques

N = length(x)-1 ;

c =20
tf = x(end) ; xf =0 ; yf =0 ;
for i=1:N
xf = xf + tf/N*yf ; % calcul du point final au temps tf
yf = yf + t£/N*x(i) ; % avec la methode d’Euler explicite
end
ceq = [ xf ; yf+1 1 ; % on impose la condition finale xf=0, yf=-1
Y

function val = tempsfinal(x)

val = x(end) ; % x=[u;tf], ou u est le discretise du controle,
% et tf est le temps final

Les résultats sont tracés sur la figure 9.5.
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Trajectoire Controle

0.8 1
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0.4 05
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0

0
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FIGURE 9.5 — Résultats de la méthode directe

Mise en oeuvre d’une méthode indirecte. On se raméne ici & un probléme de tir simple. On
utilise une méthode de Newton, implémentée dans la ToolBox optim de Matlab, & savoir la routine
fsolve.m.

function tirsimple

% Methode de tir simple, en utilisant fsolve.m,

% pour le systeme de controle

% xdot=y, ydot=u, |ul<=1.

% On veut aller de (0,0) \‘a (0,-1) en temps minimal.

clear all ; clf ; clc ; format long ;

global x0 ; x0=[0;0] ;
PO=[1;1] ; tf=5 ;

% Calcul de PO,tf
options=optimset(’Display’,’iter’,’LargeScale’,’on’);
[POtf,FVAL,EXITFLAG]=fsolve (QF, [PO;tf] ,options);

EXITFLAG % 1 si la methode converge, -1 sinon

% Trace de la trajectoire optimale
options = odeset(’AbsTol’,le-9,’RelTol’,1e-9) ;
[t,z] = ode45(@sys, [0;POtf(3)], [x0;POtf(1);POtf(2)],0options) ;
subplot(121) ; plot(z(:,1),z(:,2)) ;
axis square ; title(’Trajectoire’) ;
subplot(122) ; plot(t,sign(z(:,4))) ;
axis square ; title(’Controle’) ;
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function Xzero=F (X)
% Definition de la fonction dont on cherche un zero

global x0 ;

options = odeset(’AbsTol’,le-9,’RelTol’,1e-9) ;

[t,z] = odel13(@sys, [0;X(3)],[x0;X(1);X(2)],options) ;
HamEnd = z(end,3)*z(end,2)+abs(z(end,4))-1 ;

Xzero = [ z(end,1) % on impose xf=0
z(end,2)+1 % on impose yf=-1
HamEnd ] ; % tf libre donc H(tf)=0

function zdot=sys(t,z)

u=sign(z(4)) ;
zdot = [ z(2)
u
0
-z(3) 1 ; % systeme extremal

Les résultats sont tracés sur la figure 9.6.

Trajectoire Controle
1 1
0.5
0.5
0
0
-0.5
-0.5
-1
-15 -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.5 1 15 2 25

FIGURE 9.6 — Résultats de la méthode indirecte
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Chapitre 10

Rappels d’algébre linéaire

10.1 Exponentielle de matrice

Soit K = R ou C, et soit || - || une norme multiplicative sur M,,(K) (i.e. ||[AB]|| < || Al || B]|
pour toutes matrices A, B € M,,(K) ; par exemple les normes d’opérateurs sont multiplicatives).

Définition 10.1.1. Soit A € M,,(K). On définit ’exponentielle de la matrice A par
+oo 4k
A
— A el
exp(A) =e” = R
k=1
C’est une série normalement convergente dans le Banach M,,(K), vu que

9 gk q
2Tl <22

k=p k=p

Ak
k!

q k
A
<y % < oAl
k=p ’

Proposition 10.1.1. — Pour tout A € M,,(K), on a e* € GL,(K), et (ed)™t = e~ 4.
— L’application exponentielle est IK-analytique (et donc en particulier est de classe C™ sur le
corps IK).
— La différentielle de Fréchet dexp(0) de l'application exponentielle en O est égale a l'identité

sur My (K).
— Pour toutes matrices A, B € M,,(K) qui commutent, i.e. AB = BA, on a

eATB = eAeB,
— 8i P € GL,(K), alors PeAP~! = ¢PAP™"
— Pour A € M,,(K), Uapplication f(t) = e* est dérivable, et f'(t) = Ae!t = !4 A.

10.2 Reéduction des endomorphismes

L’espace vectoriel M, (K) est de dimension n? sur K, donc les éléments I, A, ... ,A"2 sont
linéairement dépendants. Par conséquent il existe des polynémes P annulateurs de A, i.e. tels que
P(A) = 0. L’anneau K[X] étant principal, I'idéal des polyndomes annulateurs de A admet un unique
générateur normalisé, i.e. un unique polynéme de plus petit degré, dont le coefficient dominant est
égal a 1, annulant A ; on 'appelle polyndome minimal de la matrice A, noté m4.
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Par ailleurs, le polynome caractéristique de A, noté xa, est défini par
xa(X) =det (XI—A).
Théoréme 10.2.1 (Théoréme de Hamilton-Cayley). xa(A) = 0.

En particulier, le polynéme minimal w4 divise le polynéme caractéristique ya. Notons que
deg xa =n et deg ma < n.

Exemple 10.2.1. Pour une matrice N € M,,(K) nilpotente, i.e. il existe un entier p > 1 tel que
NP =0, on a nécessairement p < n, 7y (X) = XP et xny(X) = X".

Exemple 10.2.2. Pour une matrice compagnon, i.e. une matrice de la forme

0 1 0 0
0
A= : 0|’
0 0 0 1
—0p  —ap-1 o —a2 —ai

on a
TA(X) =xa(X) = X"+ X" '+ +ap1 X +an.

Le scalaire A € K est dit valeur propre s’il existe un vecteur non nul v € K", appelé vecteur
propre, tel que Av = \v. L’espace propre associé a la valeur propre A est défini par

E(\) =ker(A—X\) ;

c’est I'ensemble des vecteurs propres de A pour la valeur propre \.
Lorsque K = C, les valeurs propres de A sont exactement les racines du polynoéme caractéris-
tique x 4. En particulier on a

T T

xa(X) =TI =2)™ et ma(X) = JJ(X =),

=1 =1

avec s; < m;. L'entier s; (resp. m;) est appelé ordre de nilpotence (resp. multiplicité) de la valeur
propre \;. L’espace caractéristique de la valeur propre \; est défini par

Théoréme 10.2.2 (Théoréme de décomposition des noyaux). Soient A € M,,(K) et P € K[X]
un polynome tel que

P(x) = [[R(x),
i=1
ot les polynomes P; sont premiers entre eur deux a deux. Alors

ker P(A) = éa ker P;(A).

De plus, chaque sous-espace ker P;(A) est invariant par A, et la projection p; sur ker P;(A) paral-
lelement a €D,,; ker Pj(A) est un polynome en A.
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En appliquant ce théoréme au polynéme minimal de A, on obtient, lorsque K = C,
T
c" =P NW).
i=1

Notons que N(\;) = ker(X — ;)% = ker(X — \;)™.

La restriction de A & N(\;) est de la forme \; T+ N;, ou N; est une matrice nilpotente d’ordre s;.
On peut alors montrer que toute matrice A € M,,(IK) admet une unique décomposition A = D+ N,
ot D est diagonalisable sur C, N est nilpotente, et de plus DN = ND (décomposition D + N).

On peut préciser ce résultat avec la théorie de Jordan.

Théoréme 10.2.3 (Décomposition de Jordan). Soit A € M,,(KK) ; on suppose que wa est scindé
sur K (ce qui est toujours le cas sur C) tel que ma(X) = [, (X — \;)*. Alors il existe P €

GL,(K) telle que o

Ay 0

P'AP = .

0 A,

ot les matrices A; sont diagonales par blocs
Ji,l 0
Ai = .. : ’
0 Jire;

et ot les matrices Ji, 1 <i<r, 1 <k < e sont des blocs de Jordan, i.e. des matrices carrées
de la forme

A1 0
Ji,k - 0 )
S
0 0 N
n'ayant pas forcément toutes le méme ordre |J; i|. Pour tout i € {1,...,r}, on a e; = dim E(\;),

et max |J; | = s;.
k<e;

1<k<e;
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Chapitre 11

Théoréeme de Cauchy-Lipschitz

Dans cette section nous rappelons une version générale du théoréme de Cauchy-Lipschitz, adap-
tée a la théorie du contréle, qui établit sous certaines conditions l’existence et 'unicité d’une
solution d’une équation différentielle. Une bonne référence a ce sujet est [64, Appendix C].

11.1 Un énoncé général

Soit I un intervalle de IR et V' un ouvert de R". Considérons le probléme de Cauchy

‘T(t) = f(t,z(1)), x(tO) = Zo, (11.1)

ol f est une application de I x V dans R", et xg € V. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz usuel
affirme ’existence et I'unicité d’une solution maximale pourvu que [ soit continue et localement
lipschitzienne par rapport a x. Mais en théorie du controéle ces hypothéses doivent étre affaiblies
car on est amené & considérer des controles non continus (au mieux, continus par morceaux), et
par conséquent la continuité du second membre n’est plus assurée. En particulier la solution, si
elle existe, n’est pas en général dérivable partout et il faut donc redéfinir de maniére adéquate le
concept de solution.

Définition 11.1.1. On suppose que pour tout z € U la fonction ¢ — f(¢,x) est mesurable, et que
pour tout ¢ € I la fonction « — f(¢,x) est continue. On appelle solution du probléme de Cauchy
(11.1) tout couple (J, z(+)), ot J est un intervalle tel que J C I et ty € J, et ou z(+) est une fonction
absolument continue de J dans V telle que, pour tout t € J,

x(t) = a0 + t f(s,2(s))ds,

ce qui est équivalent &

x(t) = f(t,x(t)) p.p. sur J,
I(to) = Xp.

Une solution (J,z(-)) est dite mazimale si, pour toute autre solution (J,Z(:)), on a J C J et
x(-) = () sur J.

On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 11.1.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que la fonction f: I xV =V
vérifie les deux hypothéses suivantes :

1. f est localement lipschitzienne par rapport 6 x au sens suivant :

VeeV Ir>0, Bla,r)CV, 3acL. (I,R")
viel Vy,ze€ Blx,r) |f(ty)—[f(t2)]<a®)ly -z,

2. f est localement intégrable par rapport a t, i.e.
VeeV e Ll RY) viel |f(ta)ll <A

Alors pour toute donnée initiale (to,x0) € I x V, il existe une unique solution mazimale (J, z(-))
du probleme de Cauchy (11.1).

Remarque 11.1.1. On n’a pas forcément J = I ; par exemple considérons le probléme de Cauchy
#(t) = x(t)?, 2(0) = zg. Alors

—sizg=0,onaJ=Retz()=0;

— sixg>0,0naJ=]—o00,1/z et x(t) = zo/(1 — x0t);

— sizg <0, onaJ=|1/z,+oo et z(t) = 0/ (1 — zot).

Remarque 11.1.2. Si f est seulement continue on n’a pas unicité en général ; par exemple consi-
dérons le probléme de Cauchy @(t) = +/|x(t)|, 2(0) = 0. La fonction nulle est solution, ainsi
que
|0 sit <0,
2(t) = { 12/4 sit>0,

Théoréme 11.1.2 (Théoréme d’explosion). Sous les hypothéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz,
soit (Ja,b[, z(-)) une solution mazimale. Si b < sup I, alors pour tout compact K contenu dans V,
il existe un réel n > 0 tel que x(t) ¢ K, pour tout t €]b — n, b|.

Remarque 11.1.3. En particulier si V' = R", alors ||z(t)| oo
t—

t<b
Remarque 11.1.4. On a une propriété semblable si a > inf .

Enongons maintenant une version globale du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 11.1.3. Sous les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, on suppose de plus que
V = R" et que [ est globalement lipschitzienne par rapport a x, i.e.

Jae L, (I, RY) |Vtel VyzeR" |f(ty) — f(t,2)|<al)ly—z|.
Alors J = 1.

Exercice 11.1.1 (Lemme de Gronwall). Soient v et y : [to,t1] — R™ deux fonctions continues
vérifiant

t
Je>0/ Ve [to,t1] y(t) < c+/ P(s)y(s)ds.
to
Montrer que

Yt € [to, t1] y(t) <c exp( t z/J(s)ds) .

t t
Indication : poser F(t) = [ (s)y(s)ds, puis G(t) = F(t)exp <— 1/)(5)([5)
t() t()
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Exercice 11.1.2. 1. Soit yo € R. Justifier qu’il existe une solution maximale y(.) sur un
intervalle Ja, b[ du probléme de Cauchy
y(t)*
E "(t) = —y(t) + ===, y(0) = yo.
(B) 0=yt + L y(0) = w0

2. Montrer que pout tout t €a, b] :

t 4
y(t) = e 'yo —I—/ est y(s) ds
0
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3. Soit T tel que 0 < T < b. Supposons que pour tout ¢ € [0,7] on ait |y(¢)] < 1. A laide du
lemme de Gronwall, montrer que

vt e [0,T] [y(t)] < lyol

4. Supposons que |yo| < 1. Montrer que |y(t)| < 1 pour tout ¢ € [0, b[, puis que b = +oc.
Indication : utiliser le lemme de Gronwall, et le théoréme d’explosion.

Exercice 11.1.3. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C!, strictement positive et croissante.
Montrer lexistence et 'unicité d’une solution maximale définie sur un intervalle contenant [0, +o0[,
pour le probléme de Cauchy y”(t)+q(t)y(t) = 0, y(0) = yo, ¥'(0) = y{,, puis que toutes les solutions
de I’équation différentielle v (¢) + q(t)y(t) = 0 sont bornées sur R™.
Indication : dériver la fonction V() = y(t)? + yl;ggz

Exercice 11.1.4 (Méthode des entonnoirs). Soit (E) : 2/(t) = f(t,2(t)) une équation différen-
tielle, ot f : R x R — IR est de classe C*.

On dit que « (resp. 8) est une barriére inférieure (resp. une barriére supérieure), si ¢’est une
fonction de classe C! telle que pour tout ¢ € R on ait o/(t) < f(t,a(t)) (vesp. B'(t) > f(t,B(1))).
On appelle entonnoir ’ensemble

E={ty) e RxR | aft) <y < (1)}
Montrer que si ¢ — x(t) est une solution de (E) sur un intervalle J C R telle que x(tog) = xo avec
(to,xz0) € &, alors (t,x(t)) € € pour tout ¢t > to,t € J.

Indication : raisonner par 'absurde, et poser t; = inf{t >ty / (¢, 2(t)) ¢ £}. Montrer
que z(t1) = a(t1) ou B(t1), et conclure.

Exercice 11.1.5 (Loi de Hubble). Une des théories actuelles de I'univers (théorie du big-bang)
admet que l'origine de 'univers est une gigantesque explosion & partir de laquelle la matiére de
I'univers a commencé a diverger & partir du point 0.

On considére que cette expansion est homogéne et isotrope ; les positions successives se déduisent
les unes des autres par une homothétie de centre O :

OM (t) = A(t, to)OM (t).

1. Montrer que la vitesse du point M se met sous la forme

N —
v(M)=H(@t)OM(t) (loi de Hubble)
ot on explicitera H(t).
2. Montrer que la loi de Hubble est incompatible avec une valeur constante de H.
3. La valeur actuelle de H est H ~2,5.10~*® s~1. En prenant comme modéle H(t) = 2 (ot «

t
est & déterminer), trouver 'ordre de grandeur du rayon maximum de l'univers (on rappelle

la vitesse de la lumiére ¢ = 3.10% m.s™1).
En déduire I’age de I'univers selon cette théorie.
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11.2 Systémes différentiels linéaires

Considérons le probléme de Cauchy dans R"

x(t) = A(t)x(t) + B(t), z(to) = xo, (11.2)
ot les applications t — A(t) € M, (R) et t — B(t) € R" sont localement intégrables sur 'intervalle
I considéré.

Définition 11.2.1. On appelle résolvante du probléme (11.2) la solution du probléme de Cauchy

OR
E(f, to) == A(t)R(t,tO), R(to, to) == Id,
ou R(t,to) S Mn(]R)
Proposition 11.2.1. La résolvante posséde les propriétés suivantes :
— R(tz, to) = R(tg, tl)R(tl, to).
— Si A(t, tp) = det R(t,tg), on a

0A
E(f,to) =1ir A(t)5(t,t0), A(to,to) =1.

— La solution du probléme de Cauchy (11.2) est donnée par
t
x(t) = R(t,t0)xo —I—/ R(t,s)B(s)ds
to
(formule de variation de la constante).

Remarque 11.2.1. Lorsque ty = 0, on note plutdot M(t) = R(t,0). La formule de variation de la
constante s’écrit alors

x(t) = M(t)zo + M(t)/o M (s)"*B(s)ds.

Remarque 11.2.2 (Expression de la résolvante). La résolvante admet le développement en série

R(b,a)zl—i—/

a<s1<b

A(Sl)d51+/ A(s2)A(s1)ds1dss + -+ +

a<s1<s2<h

/ A(Sn)...A(Sl)dsl...d5n+...
ass1< S8 <

De plus cette série est normalement convergente. C’est un développement en série chronologique.

Cas des systémes autonomes. Considérons le probléme de Cauchy dans R"
x(t) = Ax(t), z(0) = xo,

ot A € M, (IR). Alors, dans ce cas, la résolvante est M : t — e*4, et la solution de ce probléme est

T:t— etAzzro.

La décomposition de Jordan permet de préciser ce résultat. En effet, on a
etJl’el O
etA =P - P—l .

O et,]l,ﬁ,,‘
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On calcule facilement

t; _t! 7okl
1t S (P Y]
et']i’k — et)xi O :
T . et}xit
0 0 ethi

On obtient donc le résultat suivant.

Proposition 11.2.2. Toute solution du systéeme &(t) = Az(t) est de la forme

x(t) = Z etk .,

1<i<r
0k

ot v, € N(\;) (voir chapitre précédent pour la définition de ’espace caractéristique N(\;)).

Exercice 11.2.1. Résoudre le systéme différentiel

{ x” 2z — 3y,

7

y'o= x—2y.
Indication : exprimer ce systéme comme un systéme différentiel d’ordre 1.

Exercice 11.2.2. On pose

4 0 2 0
0 4 0 2
A= 2 0 4 0
0 2 0 4

Résoudre le systéme différentiel X’ = AX. En déduire e?.

Exercice 11.2.3. Soit A : |0, 4+00[— M, (IR) une application continue. On considére le systéme
différentiel 2/ (t) = A(t)x(t) et Uon note R(t,to) sa résolvante.

1. Montrer que la résolvante S(t,to) du systéme g(t) = —A(t)  y(t) est S(t,to) = R(t, to
2. On pose

)T

20+1 0 1t
Ay=| t—1 3t t—1
22t 0 2+4¢

Montrer que A(t) posséde une base de vecteurs propres indépendante de ¢. En déduire la
résolvante R(t,to).

Exercice 11.2.4. On suppose que ’équation différentielle
X'(t) = AX(t) + B(t),

ott A € M, (R) et t — B(t) est une application continue de R dans IR", admet une solution X
sur R" qui vérifie

/0 TUX @I + [BOIP)d < +oo.

Montrer que X (¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.

Indication : montrer que X (+) est de Cauchy en +oo.
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Exercice 11.2.5. Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n dont les valeurs propres (dans C) sont
distinctes de 2ikm, k € Z. Soit d’autre part B : R — IR" une application continue et 1-périodique.
Montrer que le systéme différentiel 2/ = Az + B(t) admet une et une seule solution 1-périodique.

Exercice 11.2.6. Soit A : R™ — M, (IR) une application continue et périodique de période T
On considére le systéme différentiel dans IR"

2/ (t) = A(t)x(t), z(0) = xo.

Soit M(t) € M, (IR) la résolvante du systéme, c’est-a-dire la solution du probléme de Cauchy
M'(t) = A(t)M (t), M(0) = Id. Montrer pour tout ¢ > 0 la relation

M(t +T) = M(t)M(T).

En déduire que l'origine est asymptotiquement stable pour le systéme si et seulement si les va-
leurs propres complexes de la matrice M(T) (appelée matrice de monodromie) sont de module
strictement plus petit que 1.

11.3 Applications en théorie du controéle

11.3.1 Systémes de controle linéaires

Considérons le systéme de controle linéaire
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t), x(to) = o.

Les hypothéses du théoréme 11.1.1 sont clairement vérifiées si les applications t — A(t), B(t)u(t), r(t),
sont localement intégrables sur U'intervalle I considéré. Supposons donc

— A() € L (I, Mn(R)),

loc

— r(-) € L} (I,R™).

loc
Par ailleurs, les hypothéses assurant I'intégrabilité locale de B(-)u(-) dépendent de 'ensemble des

controéles considérés.

— Siu() € L2, (I,R™), alors on suppose que B(+) € L}, (I, My, (R)).

— Siu(-) € L}, .(I,R™), alors on suppose que B(-) € L? (I, M, (R)).

— De maniére générale, si u(-) € L}, .(I,IR™), alors on suppose que B(-) € L{

1,1

ou ;; + E = 1

— Si les controles sont des fonctions mesurables a valeurs dans un compact Q C IR™, alors on
suppose que B(+) € L}, (I, My, m(R)).

(I, My,m(IR))

11.3.2 Systémes de controle généraux

Considérons le systéme de controle

B(t) = [t x(t), u(t), x(to) = o,

ol f est une fonction de I x V x U, I est un intervalle de IR, V un ouvert de IR" et U un ouvert
de R™.

Pour rester dans un cadre trés général, il suffit de supposer que pour chaque controle u considéré,
la fonction F : (t,z) — f(t,x,u(t)) vérifie les hypothéses du théoréme 11.1.1. Bien entendu, en
fonction de la classe de controles considérée, ces hypothéses peuvent étre plus ou moins difficiles a
vérifier.

On peut donner des hypothéses certes moins générales, mais qui suffisent dans la grande ma-
jorité des cas. Ces hypothéses sont les suivantes :
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1. L’ensemble des controles considérés est inclus dans LS, (I, R™).
2. La fonction f est de classe C! sur I x V x U.

Il est facile de montrer qu’alors les hypothéses du théoréme 11.1.1 sont vérifiées, et donc que, pour
chaque controle fixé, il existe une unique solution maximale (J, z(-)) du probléme de Cauchy

x(t) = f(t,x(t),u(t)) p.p. sur J,
LL‘(tQ) = Xp-.
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Chapitre 12

Modélisation d’un systéme de
controle linéaire

12.1 Représentation interne des systémes de controéle linéaires

Considérons le systéme linéaire observé

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t),
ot z(t) € R, u(t) € R™, y(t) € R?, A € Mu(R), B € Mym(R), ct C € M,.(R).

On appelle représentation interne ou représentation d’état continue I'expression de la sortie
y(t) sous la forme

(12.1)

t
y(t) = CetAz(0) + C’etA/ e *ABu(s)ds, (12.2)
0

appelée en anglais input-output relation.

12.2 Représentation externe des systémes de controle linéaires

Définition 12.2.1. La réponse impulsionnelle d'un systéme linéaire est la sortie de ce systéme (&
conditions initiales nulles) quand on ’excite en entrée par une impulsion de Dirac.
Ici, la réponse impulsionnelle est donc la matrice

Ce"B  sit>0,
W) = { 0 sit<0, (12:3)
En effet, posons, pour tout ¢ € [0, ],
0
0 1
u(t)=|1/e | = —ey,
0 €
0

221
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et u(t) = 0 sinon. Alors

1 £
y(t) = CetA—/ e *ABeids — Ce' Be;.
€ Jo e—0

Remarque 12.2.1. Puisque z(0) = 0, on a, pour t > 0,
—+o0

y(t) = /0 W(t — s)u(s)ds = ; W(t — s)u(s)ds.

Autrement dit (on rappelle que f  g(x) = [ f(z —y)g(y)dy), on a le résultat suivant.
Proposition 12.2.1. V¢ >0 y(t) = (W xu)(t).

Cela incite a utiliser la transformation de Laplace, qui transforme un produit de convolution en
un produit.

Définition 12.2.2. Soit f € L}, ([0, +oo[, R). Il existe a € RU{=+o00} tel que, pour tout complexe
s, on ait
— si Re s > a alors f0+oo e St f(t)|dt < +o0,

— si Re s < a alors f0+°O e St f(t)|dt = +oc.
Pour tout complexe s tel que Re s > a, on définit la transformée de Laplace de f par

+oo
£(f)(s) = / e f (1)t

Remarque 12.2.2. La transformation de Laplace est linéaire (en faisant attention toutefois au
probléme du domaine de définition). De plus, on a

L(f *g) = L(f)L(g)-

Enfin, pour toute fonction f de classe C', on a

L(f')(s) = sLf)(s) — £(0).
Posons alors Y (s) = L(y)(s) et U(s) = L(u)(s) (ou, par convention, y(t) = 0 et u(t) = 0 si
t <0).
Définition 12.2.3. La matrice de transfert H est la transformée de Laplace de la matrice de
réponse impulsionnelle, 7.e.
—+o0
H(s)=LW)(s) = W (t)e 'dt. (12.4)
0
Proposition 12.2.2. Y (s) = H(s)U(s).
Par ailleurs, en appliquant la transformation de Laplace au systéme (12.1), avec 2(0) = 0 et
X (s) = L(z)(s), on a
sX(s) = AX(s)+ BU(s), Y(s) = CX(s),

d’ou
Y (s) = C(sI — A)"'BU(s).

La proposition suivante s’ensuit.

Proposition 12.2.3. H(s) = C(sI — A)™'B.
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Remarque 12.2.3. En particulier, on a £(Ce*4B)(s) = C(sI — A)~'B.

Proposition 12.2.4. Les coefficients de la matrice de transfert H(s) sont des fractions rationnelles
en s, avec un numérateur de degré strictement inférieur au degré du dénominateur.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

(sI —A)~" com(sl — A)".

1
~ det(s] — A)

Remarque 12.2.4. Si le systéme s’écrit

alors

H(s)=C(sI — A)"'B+D.
Dans ce cas, il est clair que les coefficients de la matrice H(s) sont des fractions rationnelles dont
le numérateur et le dénominateur ont méme degré.

Réciproquement, lorsqu’on dispose d’une matrice de transfert H (s) pour représenter un systéme
linéaire continu, on peut chercher a calculer un modéle d’état (i.e. déterminer des matrices A, B, C)
tel que H(s) = C(sI — A)~!'B. Un tel triplet (A, B, C) est appelé réalisation d’état continue de la
matrice de transfert H(s).

Proposition 12.2.5. La fonction de transfert (i.e. m=p=1)

bys" L4+ by,

H(S):bo—i—s”—l—als"*l—l--u—l—an

admet la réalisation

0 1 0 0 0
0 0 1
A = 9 B = )
- 1 0
0 0 1 0
—ay, —Qp—1 “ee “ee —as —aq 1

C=(by - b)), D=by.

La démonstration se fait par un calcul facile. On peut de méme montrer que tout matrice de
transfert dont les coeflicients sont des fractions rationnelles (le degré du numérateur étant inférieur
ou égal a celui du dénominateur) admet une réalisation (voir par exemple [52]).

Remarque 12.2.5. 1l n’y a pas unicité de la réalisation. En effet si (A, B, C') est une réalisation de
H(s), alors il est bien clair que (A1, By, Cy) est aussi une réalisation de H(s) avec

A1::<f 2), Blzz(f>, Ci=(C 0).

Il existe un théoréme d’unicité d’une réalisation minimale sous forme d’'un systéme linéaire
controlable et observable (voir par exemple [52]).



224 CHAPITRE 12. MODELISATION D’UN SYSTEME DE CONTROLE LINEAIRE

Exercice 12.2.1. Déterminer une réalisation de la matrice de transfert
1/(s2 —1)
H(s)=|s/(s*+3s)
s/(s? —s)



Chapitre 13

Stabilisation des systémes de controle

13.1 Systémes linéaires autonomes

13.1.1 Rappels

Considérons le systéme différentiel #(t) = Ax(t), ot A € M, (R) et z(t) € R™. On note z(-, x¢)
la solution telle que (0, z¢) = x¢. On rappelle que le point origine 0, qui est un point d’équilibre,
est stable si

Ve>0 In>0 VegeR™ |aol| <0 = V=0 |a(t zo)| <e.

Le point 0 est asymptotiquement stable s’il est stable et de plus x(¢, o) . —+> 0. Pour un systéme
— 400

linéaire, la stabilité locale est équivalente a la stabilité globale.

Théoréme 13.1.1. — Sl existe une valeur propre A de A telle que Re A > 0, alors le point
d’équilibre 0 est instable.
— Si A est Hurwilz, i.e., toutes les valeurs propres de A sont & partie réelle strictement néga-
tive, alors le point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.
— Le point d’équilibre O est stable si et seulement si toute valeur propre de A est a partie réelle
négative ou nulle, et si toute valeur propre a partie réelle nulle est simple.

Remarque 13.1.1. Une valeur propre A de A est simple si et seulement si A est racine simple du
polynéome minimal 4. Ceci équivaut a dire que N (X) = E()), ou que ker(A — \I) = ker(A — \I)?,
ou encore que la décomposition de Jordan de A n’a pas de bloc de Jordan strict en \.

Ce théoréme est une conséquence de la proposition 11.2.2.

Définition 13.1.1. La matrice A est dite de Hurwitz si toutes ses valeurs propres sont & partie
réelle strictement négative.

13.1.2 Critére de Routh, critére de Hurwitz

Dans cette section, on considére le polynéme de la variable complexe z, a coefficients réels
a; € R,
P(z) =apz" +a12" - an_12 + ay,

et on cherche des conditions pour que ce polyndéme ait toutes ses racines a partie réelle strictement
négative, i.e. que ce polynome soit de Hurwitz. Notons qu’'une matrice A est Hurwitz si et seulement
si son polyndme caractéristique y 4 est Hurwitz.

225
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Critére de Routh

Définition 13.1.2. La table de Routh est construite de la maniére suivante :

ap az ag ag --- éventuellement complété par des 0
a1 as as ay --- éventuellement complété par des 0
N aiaz — aopas a1a4 — aoas
by by b3 by -+ oub=—----" bg=—-—"-—— . ..
ay ai
. braz — aibs bras — a1bs
€1 Cp €3 ¢4 -+ OleCl=—"—"—""= (c=——">= ...
by by

Le processus continue tant que le premier élément de la ligne est non nul.
La table de Routh est dit compléte si elle posséde n + 1 lignes dont le premier coefficient est

non nul.

Théoréme 13.1.2. Tous les zéros de P sont a partie réelle strictement négative si et seulement
si la table compleéte existe, et les éléments de la premiére colonne sont de méme signe.

Théoréme 13.1.3. Sila table compléte existe, alors P n’a aucun zéro imaginaire pur, et le nombre
de zéros a partie réelle strictement positive est égal au nombre de changements de signes dans la
premiére colonne.

Critére de Hurwitz

On pose apt1 = Apto = -+ = aop—1 = 0. On définit la matrice carrée d’ordre n

al a3 a5 DY DY a2n71
ao a2 a4 PR PR a2n_2
0 al a3 PR PR a2n_3

_ 0 a a PR PR a _

H = 0 Q2 2n—4 |

O O al DY DY a2n75
0O 0 O * e an

otll * = ag ou a; selon la parité de n.
Soient (H;)ieq1,... n} les mineurs principaux de H, i.e.

ap az as
,ng apg a2 Q4 |, ..., Hn:detH
0 a; as

ayp ag

Hy =a, Hy =
1 1 2 ao as

Théoréme 13.1.4. Si ay > 0, tout zéro de P est de partie réelle strictement négative si et
seulement si H; > 0, pour tout i € {1,...,n}.

Remarque 13.1.2. Supposons ag > 0.
— Si pour toute racine A de P, on a Re A < 0, alors a, > 0 et Hy > 0, pour tout k € {1,...,n}.
— Sin < 3etsiap >0et Hy >0, pour tout k € {1,2,3}, alors toute racine A de P vérifie

Re A 0.
Remarque 13.1.3. Une condition nécessaire de stabilité est donc, si ag > 0,

Vke{l,...,n} ap>=0.

Mais cette condition n’est pas suffisante (poser P(z) = 2% + 22 + 1).
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Exercice 13.1.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un polyndéme de degré inférieur
ou égal & 4, avec ag > 0, ait toutes ses racines & partie réelle strictement négative, est

apz® + a1z + as ai,az >0
apz® +a12% +azz + a3 ay,az >0 et ajas > agas
apz® + a123 + as2® + asz + aq ar,as,as > 0 et az(ajaz — agaz) > alay

13.1.3 Stabilisation des systémes de controle linéaires autonomes

Définition 13.1.3. Le systéme @(t) = Ax(t) + Bu(t), avec z(t) € R", u(t) € R™, A € M, R,
B e M,, R, est dit stabilisable (par retour d’état linéaire, ou feedback linéaire), s’il existe K €
M, 2R tel que le systéme bouclé par le feedback u(t) = Kz (t), i.e.

#(t) = (A+ BK)x(t),
soit asymptotiquement stable, i.e.

VA € Spec(A+ BK) ReA <0.

Remarque 13.1.4. Ce concept est invariant par similitude
Ay = PAP™', By =PB, Ky =KP™ !

Théoréme 13.1.5 (Théoréme de placement de poles (pole-shifting theorem)). Si la paire (A, B)
vérifie la condition de Kalman, alors pour tout polyndome réel P unitaire de degré m, il existe
K e My IR tel que xayrpx = P, i.e. le polynome caractéristique de A+ BK est égal a P.

Corollaire 13.1.6. Si le systéme de controle ©(t) = Ax(t) + Bu(t) est controlable alors il est
stabilisable.

Démonstration du corollaire. 1l suffit de prendre P(X) = (X + 1)" et d’appliquer le théoréme de
placement de poles. O

Démonstration du théoréeme de placement de pdles. Faisons d’abord la démonstration dans le cas
m = 1 (on se rameénera ensuite a ce cas). Par théoréme on sait que le systéme est semblable a la
forme de Brunovski

0 1 0 0

A = s B =
0 - 0 1 0
—Qy —Qp—1 —ay 1

Posons alors K = (ky -+ k,) et u=Kx. On a

aesc_| |
0 0 1
ki —an ke—an_1 -+ kp—ar

et donc
XarBE(X) = X"+ (a1 — k) X" 4+ 4 (an — k1),

Donc, pour tout polynéme P(X) = X"+a; X" 1+ - -+ay,, il suffit de choisir k1 = a,—an, ..., ky =
a1 — Q.
Dans le cas général ot m > 1, montrons le lemme fondamental suivant.
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Lemme 13.1.7. Si la paire (A, B) vérifie la condition de Kalman, alors il existe y € R™ et
C € My, n(R) tels que la paire (A + BC, By) vérifie la condition de Kalman.

D’apreés ce lemme, pour tout polynéme P unitaire de degré n, il existe K7 € My ,(IR) tel que
XA+BC+Byk, = P, et donc en posant K = C+yK; € My, »,(R), on a xa4px = P, ce qui prouve
le théoréme.

Preuve du lemme. Soit y € R™ tel que By # 0. On pose 21 = By. On a le fait suivant.

Fait 1 : Il existe 25 € Axz; +Im B (et donc il existe y; € R™ tel que o = Ay + Byp) tel que
dim Vect{z1, 22} = 2.

En effet sinon, on a Az +Im B C Rxy, donc Az € Rz et Im B C IRz1. D’ou

Im AB = Alm B C RAz; C Raxq,

et par récurrence immédiate
Vk e N Im A*B C Ray.

On en déduit que
Im (B,AB,..., A" 'B) =Im B+Im AB +---+Im A" 'B C Ray,

ce qui contredit la condition de Kalman.
Fait 2 : Pour tout k < n, il existe x;, € Azg_1 +Im B (et donc il existe yz—1 € R™ tel que
xp = Axg_1 + Byk—1) tel que dim Ej, = k, ou Ejy, = Vect{z1,...,z1}.
En effet sinon, on a Axy_1+Im B C Ep_1, dott Axp_1 C Ex_1 et Im B C Ey_1. On en déduit
que
AE,_ 1 C Ej_q.

En effet, on remarque que Az, = 29 — By € Ex—1 +Im B C Ei_1, de méme pour Axs, etc,
Axg_o =x)_1 — Byr—1 € Fx_1+Im B C E;_1, et enfin, Azy_1 € E_1.
Par conséquent

Im AB = Alm B C AE;_1 C FEi_1,

et de méme
Vie N Im A'BC Ej_1.

D’ou
Im (B,AB,...,A""'B) C E}_1,

ce qui contredit la condition de Kalman.
On a donc ainsi construit une base (z1,...,x,) de R™. On définit alors C' € M,, ,,(IR) par les
relations

Cri =y, Cxo=9y2,..., Cxpn_1 =yYn_1, Cx, quelconque.

Alors la paire (A + BC, 1) vérifie la condition de Kalman, car

(A4 BC)xy = Ax1 + Byy = x2,...,(A+ BC)xp—1 = Axp—1+ Byn—1 = Zp.

Le théoréme est prouvé. O
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Remarque 13.1.5. Pour la mise en oeuvre numérique du placement de poles, une premiére solution
est, si la dimension d’espace n’est pas trop grande, d’appliquer les critéres de Routh ou de Hurwitz
de fagon & déterminer une condition nécessaire et suffisante sur K pour stabiliser le systéme.
En effet il suffit de calculer, par exemple & I’aide d’un logiciel de calcul formel comme Maple, le
polynéme caractéristique de la matrice A + BK.

Une deuxiéme solution consiste a implémenter une méthode systématique réalisant un place-
ment de poles. Ce probléme est essentiellement un probléme inverse aux valeurs propres. 1l existe
beaucoup d’algorithmes mettant en oeuvre une méthode de placement de poles. Parmi celles-ci,
citons-en qui sont implémentées dans la Control Toolbox de Matlab. La premiére, acker.m, est basée
sur la formule d’Ackermann (voir [44]), est limitée aux systémes mono-entrée, mais n’est pas fiable
numériquement. Il vaut mieux utiliser place.m, qui est une méthode de placement de poéles robuste
(voir [45]), basée sur des décompositions aux valeurs propres.

Dans 'exemple 13.3.1 traité plus loin, nous donnons un exemple d’utilisation de cette procédure.

Enfin, une troisiéme solution consiste a appliquer la théorie LQ (voir section 4.4.3).

13.2 Interprétation en termes de matrice de transfert

Tout d’abord, remarquons que les poles de la matrice de transfert H(s) sont exactement les
valeurs propres de A. C’est pourquoi on parle des pdles de A (ou modes propres). Ainsi, le systéme
est naturellement stable si les poles sont a partie réelle strictement négative.

Définition 13.2.1. Le systéme est dit EBSB-stable (Entrée Bornée, Sortie Bornée) si pour toute
entrée bornée, la sortie est bornée.
Proposition 13.2.1. Si les poles de A sont a partie réelle strictement négative alors le systéme

est EBSB-stable (la réciproque est fausse).

Remarque 13.2.1. La EBSB-stabilité peut donc se tester par les critéres de Routh-Hurwitz.

Un feedback s’interpréte de la maniére suivante. Posons C = I. On a H(s) = (sI — A)"'B, et
X(s)=H(s)U(s). On prend u = Kz + v, i.e. U =KX +V, d’ou

X(s)= (I — H(s)K) *H(s)V(s).

Proposition 13.2.2. Si les poles de I — H(s)K sont & partie réelle strictement négative, alors le
systeme est EBSB-stable.

Dans cette interprétation, la matrice de feedback K s’appelle le gain.

Remarque 13.2.2. La réponse impulsionnelle est W (t) = e*4 B, donc
— st W(t) . —+> 0, alors le systéme est asymptotiquement stable;
—+00

— si [|[IW(¢)]| est bornée quand ¢ — +o00, alors le systéme est stable;
— si [|[W(¢)]| diverge, alors le systéme est instable.

13.3 Stabilisation des systémes non linéaires

13.3.1 Rappels

Considérons le systéme différentiel dans R™

(t) = f(x(t)),

ot f: R" — R" est C'. On note z(-, z9) la solution de ce systéme telle que x(0, ) = .
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Définition 13.3.1. — Le point Z est un point d’équilibre si f(Z) = 0.
— Le point d’équilibre Z est dit stable si

Ve>0 3In>0|Vog e B(@,n) Yt=0 |z(t,z0) — 7| <e.

— Le point d’équilibre Z est dit localement asymptotiquement stable (LAS) si T est stable et
si de plus z(t, o) . —+> Z pour tout zo dans la boule ci-dessus.
—+00

— Le point d’équilibre Z est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) sur un ouvert
Q C R" si Z est stable et si de plus z(t, zo) t—+> Z pour tout xg € .
—+00

Théoréme 13.3.1 (Théoréme de linéarisation). Soit A la matrice jacobienne de f au point d’équi-
libre .
1. Si toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative, alors le point
d’équilibre T est localement asymptotiquement stable.

2. S’il existe une valeur propre de A a partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre
T est instable.

Définition 13.3.2. Soit 2 un ouvert de R" contenant le point d’équilibre z. La fonction V : Q —
R est une fonction de Lyapunov en T sur € si
— Vest C! sur Q,
— V(@) =0,et Ve e Q\{Z} V(z)>0,
— Vo € Q (VV(x), f(x)) <0 (si I'inégalité est stricte sur Q \ {Z}, on dit que la fonction de
Lyapunov est stricte).

Remarque 13.3.1. On a £V (x(t)) = (VV(2(t)), f(x(t))) le long de toute trajectoire.

Théoréme 13.3.2 (Théoréme de Lyapunov). S’il existe une fonction de Lyapunov au point d’équi-
libre T sur €2, alors le point T est stable. Si la fonction de Lyapunov est stricte alors T est LAS. Si
de plus V' est propre sur Q2 alors T est GAS sur €.

Théoréme 13.3.3 (Principe de LaSalle). Soit V : Q — IRT une fonction de classe C* telle que
— V est propre, i.e. VL € V() V~([0,L]) est compact dans Q0 (ce qui est équivalent
V(z) = 400 si||z]| = +o0 lorsque Q = R");
— Yz eQ (VV(z),f(z)) <0.
Soit T le plus grand sous-ensemble de {x € Q | (VV (z), f(x)) = 0} invariant par le flot (en temps
t > 0) du systeme &(t) = f(x(t)). Alors toute solution x(-) du systéme tend vers I, i.e.

ot d est la distance Euclidienne.

Remarque 13.3.2. Dans le cas particulier ou ’ensemble invariant Z se réduit au point z, le principe
de LaSalle devient :

Soit Z € © un point d’équilibre et soit V' :  — R une fonction de classe C! telle que

— V(@)=0et Ve Q\{z} V(z)>0;

— V est propre;

— Vo € Q@ (VV(z), f(z)) < 0, et de plus si x(-) est une solution du systéme telle que

(VV(2(t)), f(x(t))) = 0 pour tout ¢t > 0, alors z(t) = Z.

Alors T est GAS dans €.
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Exercice 13.3.1. Déterminer les points d’équilibre des systémes

(t) = sin (z(t) + y(t))
g(t) ="V —1

et

o(t) = y(t) (1 + =(t) —y(t)?)
g(t) = z() (1 + y(t) — 2()?)

et étudier leur stabilité.

Exercice 13.3.2. On considére le mouvement d'un solide rigide en rotation soumis & une force
extérieure :

Il d)l (t) = (Ig — Ig)wg(t) W3(t) — W1 (t)
Ig wz(t) = (13 — Il)wg(t) wl(t) — wz(t)
Ig w:;(t) = (Il — Ig)wl(t) WQ(t) — w:;(t)

ou Iy, Is, I3 sont les moments d’inertie du solide, i.e. des constantes données. Construire une fonc-
tion de Lyapunov permettant de montrer que 1’équilibre est asymptotiquement stable.

Exercice 13.3.3. Soit g : R — R de classe C! telle que g(0) = 0 et zg(z) > 0 si x # 0, et vérifiant

f0+oog = 400 et fBOO |g| = +00. Montrer que le point d’équilibre 2z = 0,2 = 0 est globalement

asymptotiquement stable pour 'équation différentielle #(t) + & (¢) + g(x(t)) = 0.
Indication : Considérer la fonction de Lyapunov V(z,y) = % + [y 9(s) ds.
Exercice 13.3.4. Soit f : R" — R" une fonction C! telle que toute solution de 9(t) = f(y(t))
vérifie ||y (¢)|| = |ly(0)|| pour tout ¢ > 0. Montrer que f(0) = 0. Montrer que lorigine est GAS pour
le systeme z(t) = f(x(t)) — z(t).
Exercice 13.3.5 (Lemme de Lyapunov et applications).
1. (a) Soit A € M, (IR) dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.
Montrer qu’il existe B € M, (IR) symétrique définie positive telle que AT B+BA = —1I,.
—+o0
(Indication : poser B = / etATetAdt)
0
(b) En déduire que V(x) = (z, Bzx) est une fonction de Lyapunov pour le systéme i(t) =
Az(t) et que Porigine est GAS.

2. (a) Soit ¢ : R™ — R" une fonction C* telle que ¢(z) = o(||z||) lorsque  — 0. Montrer
que la fonction V' précédente est encore une fonction de Lyapunov pour le systéme
#(t) = Ax(t) + q(z(t)) et que 'équilibre 0 est LAS.
(b) Quel résultat peut-on en déduire sur la stabilité des points d’équilibre d’un systéme
autonome #(t) = F(x(t)) ot F' : R"™ — R" est de classe C'?

Exercice 13.3.6 (Stabilité d’une épidémie dans un modéle SIR). Considérons une population
de taille constante N = S(t) + I(t) + R(t), ou S(t) est le nombre d’individus Susceptibles d’étre
contaminés, I(t) est le nombre d’individus Infectieux, et R(t) est le nombre d’individus soignés ou
Retirés (de langlais Removed ou Recovered). On a la dynamique

$(t) = b— BS(OI(1) - pS(1),
i(t) = BS()I(t) - 510,
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ot b est le taux de naissance, ;1 le taux de mort, 3 un coefficient d’interaction (taux de transmission),
d le taux de disparition de I'infection (incluant les morts). La dynamique de R(t) est donnée par
le fait que S(t) + I(t) + R(t) est constante.

Soit (S*, I*) un équilibre du systéme, i.e., BS*I* = 6I* et 8S*I* + puS* = b. Posons

T e
V(S.1)=8 -8 +I—-I"ln7.

En utilisant les relations qui définissent ’équilibre, montrer que %V(S(t), 1(t)) = —W(S(t) —
S$*)2, puis montrer que I'équilibre (S*, I*) est GAS dans (IR*)2.

13.3.2 Stabilisation locale d’un systéme de controéle non linéaire

Considérons le systéme de controle non linéaire

et soit (x,,u.) un point d’équilibre, i.e. f(x.,u.) = 0. Le systéme linéarisé en ce point est
y(t) = Ay(t) + Bu(t),

ou 5 5
A= a—i(xe,ue), B = a—i(xe,ue).
Théoréme 13.3.4. Si le systéme linéarisé est stabilisable par le feedback v = Ky, alors le point

d’équilibre (e, ue) est LAS pour le systéme bouclé
i(t) = f(x(t), K(x(t) = ze) + ue).

Exemple 13.3.1. On établit qu'une condition nécessaire et suffisante sur K pour stabiliser le
pendule inversé (cf exemple 5.2.1) localement autour du point d’équilibre (§ = 50,5 =0,0=0,60=
0) est

ky — koL > 0,ks — k1L — (m+ M)g >0, k1 >0,

kz((k4 — kQL)(kg — le - (m + M)g) - MLgkg) > ]{1 (k4 - k2L)2.

Mettons en oeuvre, en Matlab, sur cet exemple, différentes méthodes de stabilisation.

function placementpole

% L’exercice consiste \‘a stabiliser le systeme de controle suivant
% (pendule invers\’e)

% xiddot = (m*Lxthetadot~2*sin(theta)-m*g*cos(theta)*sin(theta)+u)/...
YA (M+m*sin(theta)~2)
% thetaddot = (-m*L*thetadot~2+*sin(theta)*cos(theta)+...

% (M+m) *g*sin(theta) -uxcos(theta) )/ (L* (M+m*sin(theta) ~2))
% avec M masse du chariot,

% m masse du pendule (tige sans masse),

% L longueur de la tige,

% au voisinage de sa position d’equilibre instable

% xi = xidot = theta =thetadot = 0.

% Le systeme linearise en ce point est Xdot=AX+Bv avec
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A (o1 0 0) ( 0 )
hA=(C00 -mxg/M 0) et B=( 1/M )
yA (oo 0 1) ( 0 )
% (00 (Mtm)*g/(L¥M) 0 ) ( -1/(L*M) )

% Pour cela on va poser u=K*X, o\‘u K = ( k1 k2 k3 k4 ), et tester
% plusieurs m\’ethodes.

YA

% 1. M\’ethode directe : calculer \‘a l’aide de Maple le polynome
% caract\’eristique de la matrice A+B*K, puis en appliquant

% le crit\‘ere de Routh d\’eterminer une CNS sur K

% pour que la matrice A+B*K soit Hurwitz.

% Tester diff\’erents feedbacks K.

% Par identification des coefficients, d\’eterminer un feedback
% K permettant de placer

% les poles exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1).

% Tester tous les feedbacks ainsi d\’etermin\’es sur le syst\‘eme non
% lin\’eaire initial.

/)

% 2. Utilisation des outils Matlab (Control Toolbox).
% 2.a. Utiliser la fonction Matlab "acker" pour placer les poles

% exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1).

% 2.b. Utiliser la fonction Matlab "place" pour placer les poles

% exactement aux valeurs (-1,-2,-3,-4).

% (attention : il faut forc\’ement prendre des poles distincts,
% voir 1’aide sur place)

% 2.c. Utiliser la fonction Matlab "lqr" pour stabiliser le syst\‘eme.
% Tester ces diff\’erents outils pour stabiliser le syst\‘eme non
% lin\’eaire initial.

% On prendra les valeurs num\’eriques suivantes :
%hM=10 ;m=1;L=1;¢g=10;

clear all ; close all ; clc ;
global MmLg; M=10 ; m=1; L=1; g=10;

% 1. M\’ethode directe. On calcule avec Maple :

% PolyCaract (A+B*K) (X) = X~4 + (k4-k2xL)/(M*L)*X~3 +

% (k3-k1*L- (m+M) *xg) / (M*L) *X~2

% + k2*xg/(MxL)*X + kilxg/(M*L)

% et d’apr\‘es le crit\‘ere de Routh on obtient la CNS suivante :

%  k4-k2*L>0, k3-k1xL-(m+M)*g>0, k1>0,

% k2% ((k4-k2*L)* (k3-k1xL- (m+M) *g) -M*L*gxk2) > klx*(k4-k2*L) 2.

% (on peut remarquer que n\’ecessairement k2>0)

% Avec les valeurs num\’eriques, cela donne :

% k1>0, k3>k1+110, k4>k2, k2*((k4-k2)*(k3-k1-110)-100%xk2) > k1x*(k4-k2)"2.
% Par exemple \c{c}a marche si ki1=1, k2=1, k3=300, k4=2

% (on peut fixer kil=1, k2=1, k4=2, et donner une in\’egalit\’e sur k3...)

k1=1 ; k2=1 ; k3=300 ; k4=2 ;
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xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;

[t,x] = ode45(@systeme, [0 100],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% Pour avoir les poles exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1),
% on r\’esout le syst\‘eme lin\’eaire

% (k4-k2)/10 = 4
% (k3-k1-110)/10 = 6
% k2 = 4
% ki =1

% d’o\‘u ki1=1, k2=4, k3=171, k4=44.

k1=1 ; k2=4 ; k3=171 ; k4=44 ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;

[t,x] = ode45(@systeme, [0 20],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% 2. Utilisation des outils Matlab

% D\’efinition des matrices A et B
A=[01 0 0
00 -m¥g/M 0
00 0 1
0 0 (M+m)*g/(L*M) 0 1 ;
B=[0; 1/M; 0 ; -1/(LxM) ] ;
% 2.a. Utilisation de acker
K = acker(A,B,[-1 -1 -1 -11) ;
k1=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;
xinit = [0.5 0.2 0.4 1] ;
[t,x] = ode45(@systeme, [0 20],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;
figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

Il

% 2.b. Utilisation de place

K = place(A,B,[-1 -2 -3 -4]) ;

k1=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1] ;

[t,x] = ode45(@systeme, [0 20],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
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subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% 2.c. Utilisation de 1lqr

[K,S,e]l = 1qr(A,B,eye(4),1) ;

k1=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;

[t,x] ode45(@systeme, [0 30],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

function xdot = systeme(t,x,kl,k2,k3,k4)

global Mm L g ;
xi = x(1) ; xidot = x(2) ; theta = x(3) ; thetadot = x(4) ;
u = kl*xi + k2*xidot + k3*theta + ké4*thetadot ;
xdot = [ xidot
(m*¥L*thetadot~2*sin(theta) -m*g*cos(theta)*sin(theta)+u)/. ..
(M+m*sin(theta) ~2)
thetadot
(-m*xL*thetadot~2*sin(theta) *cos (theta)+. ..
(M+m) *g*sin(theta) -uxcos(theta))/ (L*(M+m*sin(theta)~2)) 1 ;

Les résultats sont représentés sur les figures 13.1 pour la méthode directe (question 1), et
13.2 pour 'utilisation de place.m (question 2.b). On peut constater lefficacité de cette derniére
procédure.

xi xidot
8 6
6 4
4
2
2
0
0
2 -2
4 -4
-6 -6
0 20 40 60 80 100 [ 20 40 60 80 100
theta thetadot
0.6 2
0.4 1
|
“ 0
° I
| -
-0.2 \‘
-0.4 -2
-0.6 -3

20 40 60 80 100 [ 20 40 60 80 100

FIGURE 13.1 — Méthode directe
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xi xidot

theta thetadot

[ 5 10 15 20 o 5 10 15 20

FI1GURE 13.2 — Utilisation de place.m

Exercice 13.3.7. On considére le systéme de controle

2(t) = f(2(t)) +u(t)g(z(1)),

ou l'état = et le controle u sont des réels, les fonctions f et g sont de classe C*°, et f(0) = 0.
On suppose que le point d’équilibre (x = 0,u = 0) est globalement asymptotiquement stabilisable
au sens suivant : il existe un controle feedback u(z) de classe C°, avec u(0) = 0, et une fonction
de Lyapunov globale stricte V' pour le systéme bouclé z(t) = f(z(t)) + u(z(¢))g(z(t)) au point
d’équilibre = = 0. On considére alors le systéme augmenté

{:’c(t) = fa(t)) +y(t)g(x(t))

ol v est le nouveau contrdle. En considérant la fonction

W(e,y) = V(@) + 5 - (@),

montrer que le feedback

o(w,y) =S4 @) (@) + y9() — T (@)g(a) — (y — u(z)

rend le point d’équilibre (x = 0,y = 0,v = 0) asymptotiquement stable pour le systéme augmenté.
Exercice 13.3.8. Soient n et m des entiers naturels non nuls. On considére un systéme de controle

linéaire autonome @(t) = Axz(t) + Bu(t), avec A € M,(R) et B € M, n(IR), et on suppose

qu’il vérifie la condition de Kalman. Soit T > 0, on définit Cp = fOT e~tABBTe¢~tA"  Rappeler
pourquoi Cr est inversible, puis démontrer que le systéme est exponentiellement asymptotiquement
stabilisable avec la matrice de feedback K = —BTC:F L

Indication : On montrera que la fonction V(x) = a:TC’:F 12 est une fonction de Lyapunov.
Pour cela, on montrera que V = —2|BTCr'z|?> + 27 (ATC:' + C1'A) z, puis que
e’ (ATCr' + 07t )z = —HBTe_TATC':FlacH2 + |BTC; 2% On utilisera ensuite le
principe de LaSalle.
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Corrigé : Montrons que le systéme bouclé
i=(A+BK)x=(A-BB'C;Y)x

est GAS. On pose V(z) = 2" Cr'z. La matrice " (issue de la Gramienne) est
symétrique définie positive. Le long des trajectoires, on a
V=2 (A-BBTC;")TC;' +C; (A-BB'C')) @
=-22"C;'BB'Cylz+a" (ATC +Cr'A)x
=2|BTCyla|? + 2" (ATCfl + CflA) x

Par ailleurs, on a

T
ACT +CrAT = / (Ae‘tAB BTetAT L ¢ tABRT—tAT AT) dt
0

T
— —/ 4 —tABRT AT g4 — _o~TABRT~TAT | ppT
0

dt
donc
ATC +Cpt A= —Cile ™A BB e TA ¢t + C7'BBT O (13.1)
et donc
2T (ATC7 +C7lA) o = —|BTe ™A Cpta||? + | BT O ).

On en déduit que, le long des trajectoires, on a
. _ _ T _
V= —|BTCp e|? - | BTe ™A O tal? < 0.

Ainsi, V est une fonction de Lyapunov.

Si V = 0 sur un intervalle non trivial I , alors
BTC;lx =0 et BTe_TATC;lx =0
sur I. On a donc & = Az le long de I. Par dérivation, on a

%BT(J;I =0=B"C;'Az

sur I. Par ailleurs, on déduit de (13.1) que C;'Az = —ATCr 'z sur I, et donc
BTATC:F Ly = 0 sur I. Par itération de ce raisonnement, on obtient

BT (ATrC 'z =0
sur I, pour tout k € IN. Ainsi, en posant ¢(t) = C'z(t) pour t € I, ona(t)T A*B =0

pour tout k& € IN. Par la condition de Kalman, cela implique ¥(¢) = 0 pour ¢t € I, et
donc z(t) = 0. On conclut par le principe de LaSalle.
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13.3.3 Stabilisation asymptotique par la méthode de Jurdjevic-Quinn

Proposition 13.3.5. On considére le systéme affine lisse dans R™
() = f((t) + Y wilt)gix(t)),
i=1

avec f(z) = 0. Supposons qu’il existe une fonction V : R™ — IR™ telle que

— V(Z) =0 et V(x) >0 pour tout v # T ;

— V est propre, i.e., V(x) = 400 lorsque ||z|| — 400 ;

— e R LV(@) = (VV(), f(@) <0,

—{zeR" | LyV(z)=0 etL L, V(x)=0, Vie{l,...,m}, Vk € IN} = {z}.
Alors le feedback u;(x) = —Lg,V (x ), 1=1,...,m, rend le point d’équilibre = GAS.

Démonstration. Soit F(z) = f(z) — >, Ly, V(x)gi(z) la dynamique du systéme bouclé. Notons
tout d’abord que F(Z) = 0, i.e. T est un point d’équilibre pour le systéme bouclé. En effet, V' est

lisse et atteint son minimum en Z, donc VV(Z) = 0, d’ott L, V(Z) =0 pour i = 1,...,m; de plus,
f()=0.0na
LpV(x) = (VV(z),F(x)) = LV(z) = > _(Lg,V(2))* <0,
i=1

et si LpV (x(t)) = 0 pour tout ¢, alors
LiV(z(t)) =0et Ly, V(x(t) =0, i=1,...,m.

Par dérivation,

0— %Lgy(x(t)) = LyLy V(x(t)),

puisque L,V (z(t)) = 0. D’ou, clairement,
Vie{l,...,m} VkeN LiL,V(x(t)) =0.

On en déduit que x(t) = T, et la conclusion s’ensuit par le principe de LaSalle. 0

Exercice 13.3.9.

1. On considére le systéeme de controle dans IR?

.Il(t) X9 (t) —+ blu(t),
{EQ(t) = —Il(t) —+ bgu(t),

ot (b1, bo) € R?\ {(0,0)}. Le controle est u(t) € RR.

(a) Montrer que le systéme est contrdlable depuis un point quelconque et en temps quel-
conque.

(b) En déduire que le systéme est globalement stabilisable vers (0,0), par feedback linéaire
u = Kx et déterminer toutes les matrices K = (k1, k2) qui le font.

(¢) On veut maintenant stabiliser asymptotiquement le systéme vers l'origine par les tech-
niques de Lyapunov-LaSalle (Jurdjevic-Quinn), et on veut déterminer un controle feed-
back qui vérifie de plus la contrainte |u| < 1. On pose V(z) = 3 (27 + 23).

i. Calculer £V (x(t)).
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ii. En déduire un controle qui répond a la question (et démontrer la propriété de stabi-
lisation).
2. On consideére le systéme de controle dans R"™

() = Ax(t) + bu(t),

ol A est une matrice carrée antisymétrique de taille n, b € IR™. On suppose que le couple
(A, b) verifie la condition de Kalman.

En posant V(z) = 3|z||?, déterminer un controle feedback vérifiant la contrainte |u| < 1,
et rendant le systéme globalement asymptotiquement stable vers l'origine.

Corrigé :
1. (a) On vérifie la condition de Kalman.
(b) Contrdlable implique stabilisable. Le polynoéme caractéristique de A + BK est
P(z) = 22 + (—boky — bik1)z + 1 + bika — boky, et d’apreés le critére de Routh il
est Hurwitz si et seulement si —boks — b1k1 > 0 et 1 + b1kg — boky > 0.
(¢) i %V(m(t)) = u(t)(bra1(t) + baza(t)).
ii. On choisit

u(t) = —sat(—1,b121(t) + baxa(t), 1)

-1 si blxl(t) + bQIQ(t) g -1
= —(blxl (t) + ngg(t)) si —1< by (t) + boxo t) <1
1 si bixi(t) + bzwg(t) >1

La fonction V est C*, positive, ne s’annule qu’en 0, et est coercive et propre.
De plus si £V (z(t)) = 0 alors byz1(t) + bax2(t) = 0 et par dérivation on
obtient aussi byza(t) — bex1(t) = 0, d’ott z1(t) = x2(t) = 0. On conclut par
le principe de LaSalle (en fait il vaudrait mieux définir u de maniére lisse
ci-dessus pour éviter des ennuis techniques).

2. Comme AT = —4, on a £V (z(t)) = u(t)(b,z(t)). On choisit
u(t) = —sat(—1, (b,x(t)),1)

-1 si (b, x(t)) < —1
=< —(bx(t) si —1<(bz(t) <1
1 st (b,z(t)) > 1

Si %V(x(t)) = 0 alors (b,z(t)) = 0, et par dérivation, (b, Az(t)) = 0, puis par
dérivations successives, (b, A¥z(t)) = 0. Comme AT = —A, on en déduit que
(z(t), A*b) = 0 pour tout entier k. La condition de Kalman implique alors que
z(t) = 0. On conclut par LaSalle.

Exercice 13.3.10 (Systéme prédateurs-proies).
Considérons le systéme prédateurs-proies controlé

& =a(l —y+u),
§=—y(l—x).

Pour le point d’équilibre (x = 1,y = 1), montrer que la fonction V(z,y) = x—1—In(x)+y—1—In(y)
vérifie les hypothéses de la proposition précédente, et en déduire un feedback stabilisant globalement
ce point d’équilibre. Notons que la fonction  — x—1—In(x) est positive sur |0, +00[ et ne s’annule
qu'en z = 1 (voir figure 13.3).
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FIGURE 13.3 —

Exercice 13.3.11 (Systéme de Lotka-Volterra généralisé). Considérons le systéme de Lotka-
Volterra généralisé

n
leNz bi—l—Zaiij y z:l,,n
j=1
Considérons le point d’équilibre N = (Ny,..., N,)? défini par b+ AN =0, ott b = (by,...,b,)7 et
A est la matrice carrée de coefficients a;;. Soient c1, ..., ¢, des réels, notons C' la matrice diagonale
dont les coefficients sont les ¢;. Posons

Montrer que

ot (AN); est la i®¢ coordonnée du vecteur AN, et, en remarquant que b; + (AN); = 0, en déduire

que
d

dt
Sil existe une matrice C' diagonale telle que ATC + CA soit définie négative, on en déduit que
N est globalement asymptotiquement stable. ! Supposons par exemple que A soit antisymétrique,
et prenons C' = I,,. Alors V(N(t)) est constante. Introduisons des controles, par exemple, sur les
n — 1 premiéres équations :

V(N(t) = %(N — N,(ATC + CA)(N — N)).

n
NiZNi bi—l—Zaiij—i-aiui , t=1,...,n—1.
j=1
Montrer alors que LV (N(t)) = Z?:_ll a;(Ni(t) — Nyi)u;(t). En déduire un contréle stabilisant
globalement le systéme vers 1’équilibre NV, sous les conditions que l'un des coefficients a;,, ¢ =
1,...,n — 1, soit non nul, et que A soit inversible.
Dans le cas particulier n = 2, on veut imposer de plus que u(t) > 0. En jouant sur la périodicité
des trajectoires (voir a ce sujet lexercice 7.3.22), et en intégrant la relation de décroissance sur

une période, montrer qu’on peut construire un feedback globalement stabilisant.

1. Notons que, pour que ATC + CA soit définie négative, il faut que les coefficients diagonaux a;; de A soient
strictement négatifs. Si 'un d’entre eux est nul, ATC + C'A est au mieux négative, mais pas définie.



Chapitre 14

Observabilité des systémes de
controle

Dans tout le chapitre, on se limite au cas linéaire autonome

&(t) = Ax(t) + Bu(t),

14.1
u(t) = Ca(t) + Du(t), ey
ou z(t) € R™, u(t) € R™, y(t) € R, A € M,(R), B € M,»(R), C € M, ,(R) et D €
My m(IR). Dans toute la suite, on peut supposer que D = 0, cela ne change rien aux résultats qui
suivent.

14.1 Définition et critéres d’observabilité

Notons (x,, (¢, zo), yu(t,20)) la solution de (14.1) telle que x,,(0, z0) = 0.
Définition 14.1.1. Le systéme (14.1) est observable en temps T' si
Ve, z2 € R" a1 #22 = Jue L0, T],R™) | yu(-, 21) # yu (-, x2)
(dans ce cas on dit que x; et a9 sont distinguables).

Autrement dit, si x1 et xo sont distinguables s’il existe un controle tel que les trajectoires
observées différent. De maniére équivalente, on peut dire

Vai,xe € R" Vue L0, T],R™) yu(-,21) = yu(,22) = x1 = o,

i.e. , la connaissance de la trajectoire observée détermine de maniére univoque I’état initial.

L’intérét de la notion d’observabilité est le suivant. Si on considére le systéme comme une boite
noire a laquelle on applique une entrée (controle, input) u(t), et de laquelle émerge une sortie
(observable, output) y(t), la propriété d’étre distinguable signifie la possibilité de différentier par
des expériences de type entrée-sortie.

On est aussi motivé par la stabilisation. En effet, on a vu comment stabiliser un systéme par
retour d’état. Or il peut s’avérer cotiiteux de mesurer I’état complet d’un systéme. On peut alors
se demander si la connaissance partielle de cet état permet de reconstituer I’état complet (c’est la
propriété d’observabilité), et de stabiliser le systéme entier : c’est la stabilisation par retour d’état
dynamique, ou synthese régulateur-observateur.

241



242 CHAPITRE 14. OBSERVABILITE DES SYSTEMES DE CONTROLE

Théoréme 14.1.1. Le systeme (14.1) est observable (en temps T quelconque) si et seulement si

c
CA

rang ) =n.
can!

Démonstration. Faisons une démonstration directe de ce théoréme. On montre d’abord le lemme
fondamental suivant.

Lemme 14.1.2. Le systéme (14.1) est observable en temps T si et seulement si, pour le systéme
observé & = Ax, y = Cz, x(0) = g, on a

20 #0 = y(-) Z0 sur [0,T].

Preuve du lemme. Le systéme (14.1) est observable en temps T si et seulement si
(ZCl 7& Ty = Jué€ LOO([()?T]uRm) | yu('uxl) 7& yu('7$2) sur [OuT])

(I17£:Z?2 = Jue L=(0,T],R™) Jte[0,T] |
<

t t
Cetxy + CetA/ e *ABu(s)ds # Ce'tay + CetA/ e_SABu(s)ds)
0 0
_ tA
<:>(x0—x1—x27£0é3t6[0,T]|C’e 3:0750)

— (a:o #0 = y(-) Z0sur [0,T] pour le systéme & = Az,y = Cx,2(0) = 3:0)

On est maintenant en mesure de montrer le théoréme.
Si (14.1) n’est pas observable en temps T, alors

Swo £ 0 | Ve [0,7] y(t) =0,

i.€.

Vte[0,T] Cettzg=0.

D’ou, par dérivations sucessives, et en prenant ¢t = 0,

CLL'Q = CA,TO == CAn_ll'Q = 0,
i.€.
C C
CA CA
9 =0, et donc rang . < n.
CAn—l CAn—l

Réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inférieur a n, alors il existe xg #£ 0 tel

que
O.IO == CAIO == CAnil.IO == 0,

et donc par le théoréme d’Hamilton-Cayley,
Vie R Cettzy =0,

et par conséquent le systéme (14.1) n’est pas observable. n
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Remarque 14.1.1. Pour un systéme linéaire autonome, ’observabilité a lieu en temps quelconque
si elle a lieu en temps 7.

Remarque 14.1.2. La notion d’observabilité pour un systéme linéaire autonome ne dépend pas de
la matrice B.

Remarque 14.1.3. On a
C
CA .
rang . =n < rang (OT ATCT ... An-l CT) =n,
CAn—l

et par conséquent, le systéme & = Ax + Bu,y = Cz est observable si et seulement si le systéme
&= ATx+CTu est controlable. C’est la dualité controlabilité/observabilité. Ce fait, trés important,
permet de transférer aux systémes observés tous les résultats établis sur les systémes controlés.

On aurait pu prouver cette équivalence directement en utilisant I’application entrée-sortie, et en
remarquant quune application linéaire E : L? — IR" est surjective si et seulement si I’application
adjointe E* : R" — L? est injective.

Corollaire 14.1.3. Le systéme (14.1) est observable en temps T si et seulement si la matrice
T T
o) = / e A CTCe *Mds
0

est tnversible.

Définition 14.1.2 (Similitude). Les systémes

j?l = Alxl + Blul " x.g = AQIQ + B2u2
e
y1=Cimy

Y2 = Camo
sont dits semblables s'il existe une matrice P € GL,(IR) telle que
Ay = PA P!, By =PB,, Co =C, P!

(et dans ce cas on a 1o = Px1,us = Uy, Y2 = y1)-

Proposition 14.1.4. Tout systeme @ = Az+Bu, y = Cz, est semblable a un systeme = AZ+Bu,

y = CZ, avec
. A 0 -~ A
A_<A2 A3>,C’—(C’10),

i.€. ) B B
fl = Al.fl + Blu
Fo = AsTq + Ao + Bou partie non observable
y1 = CiZy

et la paire (A1, C1) est observable.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le résultat vu en controlabilité au systéme & = ATz + CTu.
O
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Définition 14.1.3. Dans cette décomposition, les valeurs propres de Az sont appelées modes
propres inobservables de A, et les valeurs propres de Ay sont dites modes propres observables de

A.

Proposition 14.1.5 (Forme de Brunovski, cas p = 1). Dans le cas p = 1, le systéme @ = Ax+ Bu,
y = Cx, est observable si et seulement s’il est semblable au systéeme 1 = A1x1 + Biu, y = Cix1,
avec

0 |
1 0

Ay=10 " - ], Ci=(0---01).
: 0
0 - 0 1 —m

Exercice 14.1.1 (Ressort). Le systéme mi + ka = u est-il observable
— avecy =x7?
— avecy =17

Exercice 14.1.2 (Amortisseurs d’une voiture). Le systéme

I1 = —kixy — di@ + hu,
jg = —kQIQ — d2i72 + ZQU.

est-il observable
——avec y; = T1,Y2 = T2 !
— avecy =x1 7
— avec Y1 = x1,Y2 = x.g ?

Exercice 14.1.3. Le pendule inversé linéarisé (cf exemple 5.2.1) est-il observable
— avecy =¢7
— avecy =07
— avecy; = 0,yo =67

14.2 Stabilisation par retour d’état statique

On peut se demander si, étant donné un systéme controlable et observable & = Ax 4+ Bu,
y = Cu, il existe un feedback u = Ky stabilisant le systéme, i.e. si la matrice A + BKC' est
Hurwitz.

La réponse est NON. Pour le voir, considérons les matrices

A_<8 (1)),3_<(1)),c_(10).

Le systéme & = Az + Bu, y = Cz, est trivialement controlable et observable. Pourtant, pour toute
matrice scalaire K = (k), la matrice

0 1
A+ BKC = (k O)

n’est pas Hurwitz.
En conclusion, un feedback par retour d’état statique ne suffit pas en général. C’est pourquoi,
dans la suite, on va voir comment construire un retour d’état dynamique.
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14.3 Observateur asymptotique de Luenberger

Motivation : supposons que le systéme & = Az + Bu, y = Cx, soit observable. Le but
est de construire un observateur asymptotique Z(-) de z(), i.e. une fonction dynamique &(-) de
Pobservable y(-), telle que Z(t) — x(t) M 0. L’idée est de copier la dynamique du systéme

— 400

observé et d’y ajouter un correctif en tenant compte de I’écart entre la prédiction et la réalité.

Définition 14.3.1. Un observateur asymptotique (ou observateur de Luenberger) @(-) de z(-) est
une solution d’un systéme du type

Z(t) = Az (t) + Bu(t) + L(C#(t) — y(t)),
ou L € M,, ,(IR) est appelée matrice de gain, telle que
Vz(0),2(0) e R"  &(t) —z(t) — 0.

t——+oo
Remarque 14.3.1. Introduisons e(t) = &(t) —x(t), 'erreur entre la prédiction &(-) et 'état réel x(-).
On a
é(t) = (A+ LC)e(t),

et donc e(t) M 0 pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice A+ LC est Hurwitz.
—+00

Construire un observateur asymptotique revient donc a déterminer une matrice de gain L telle que
A+ LC soit Hurwitz. Ainsi, de maniére duale au théoréme de placement de poles, on a le résultat
suivant.

Théoréme 14.3.1 (Théoréme de placement des modes propres de lobservateur). Si la paire
(A, C) est observable, alors le systéme admet un observateur asymptotique (i.e. on peut construire
une matrice de gains L telle que A+ LC soit Hurwitz).

Démonstration. La paire (AT,CT) étant controlable, d’aprés le théoréme de placement de poles
il existe une matrice LT telle que la matrice AT +CT LT soit Hurwitz. n

14.4 Stabilisation par retour dynamique de sortie

On a vu comment construire

— un régulateur (feedback) pour un systéme contrdlable,

— un observateur asymptotique pour un systéme observable.
Il semble naturel, pour un systéme controlable et observable, de construire un régulateur en fonction
de l'observateur asymptotique de 1’état : c’est I'étape de synthése régulateur-observateur.

Définition 14.4.1. On appelle feedback dynamique de sortie, ou observateur-régulateur, le feedback
u= Kz, ou .
=A%+ Bu+ L(Ci —vy).

Théoréme 14.4.1 (Théoréme de stabilisation par retour dynamique de sortie). Si le systéme
& = Ax + Bu, y = Cx, est contréolable et observable, alors il est stabilisable par retour dynamique
de sortie, i.e. il existe des matrices de gain K € M, n(IR) et L € M,, ,(IR) telles que les matrices
A+ BK et A+ LC soient Hurwitz, et alors le systéme bouclé

= Ax+ BKz
i =(A+BK + LO)i — Ly

est asymptotiquement stable.
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Démonstration. Posons e = & — x. Alors

d (x\ _(A+BK BK x

dt \e) 0 A+LC) \e)’
et donc ce systéme est asymptotiquement stable si et seulement si les matrices A+ BK et A+ LC
sont Hurwitz, ce qui est possible avec les propriétés de controlabilité et d’observabilité. n

Définition 14.4.2. Les valeurs propres de A + BK sont dites modes propres du régulateur, et les
valeurs propres de A + LC sont dites modes propres de [’observateur.

Application a la stabilisation locale d’un systéme non linéaire par retour dynamique
de sortie.
Considérons le systéme non linéaire

o(t) = flx(t), u(t))
y(t) = g((t))
Soit (e, ue) un point d’équilibre, i.e. f(xe,ue) = 0. Le systéme linéarisé en (x.,u.) s'écrit

di(t) = Adx(t) + Bou(t)
dy(t) = Cox(t)

avec

_of _of _ 9
A= %(xeaue)a B = 8u(xeaue)7 C= 8:17(1;6)'

D’aprés le théoréme de linéarisation, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 14.4.2. Si le systéme linéarisé est controlable et observable, alors il existe des matrices
de gains K et L telles que les matrices A+ BK et A+ LC soient Hurwitz, et alors le controle
u = u, + Koz, ou

6& = (A+ BK + LC)d& — Ly — g(x.)),

stabilise localement le systéme au voisinage du point d’équilibre (x.,u.).

Exercice 14.4.1 (Probléme d’examen). On considére un mélangeur dans lequel arrivent un méme
produit, par deux entrées différentes, avec des concentrations respectives ¢; et ¢o (constantes), et
des débits uy (t) et uz(t). Le volume dans le mélangeur est noté V(¢) et la concentration du produit
c(t). Le débit en sortie est d(t) = v4/V(t), ot v est une constante. Les controles sont us (t) et ua(t).

1. Par un bilan volume-matiére, établir que

SV(E) = ui(t) +ualt) — d1),
LV (1) = ern(t) + exualt) — e(t)d(t),

puis que
V(t) = ui(t) + ua(t) =7/ V (1),
. 1
¢(t) = w ((er — c(t))ur (t) + (c2 — c(t))ua(t)) -
V(t)
Le but est de stabiliser le systéme & des débits constants en entrée et en sortie, a une
concentration constante en sortie, et & un volume constant, i.e. on veut que, lorsque t tend

vers 00,
up(t) = u?, ug(t) — ul, d(t) — d°, c(t) =, V(t) = VO
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2. (a) Montrer que
ud +uf =d° :'y\/W,
cruf + coud = d’ = VYO,

(b) Montrer que le systéme linéarisé au point d’équilibre (V°,c% uf, uY) est donné par les

matrices
0 1 1
A= (¢ B =
<0 20<>’ <51 52)’

vy —c ey —c

b=
2o T VO Vo
(¢) Montrer que ce systéme linéarisé est controlable.

0
avec o = et By =

ky

(d) Enoncer et démontrer une condition suffisante sur K = < X
3

0 0
_ (uy V-V
o= (i) +x ()

soit localement asymptotiquement stable en ce point d’équilibre.

z2> pour que le systéme
4
bouclé par le feedback

(e) Construire un tel feedback placant les poles en —1.
3. On observe en sortie la quantité y(t) = c(t)V (¢).

(a) Ecrire le systéme linéarisé observé au point d’équilibre précédent, et montrer qu'’il est
observable.

(b) Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation locale en ce point par re-
tour d’état dynamique, en utilisant I’observable précédente. On donnera notamment des
conditions nécessaires et suffisantes sur les matrices de gain assurant la stabilisation.

Exercice 14.4.2 (Probléme d’examen). On considére un systéme mécanique plan formé d’un rail
(représenté par un segment) et d’un chariot, assimilé & un point matériel de masse m, roulant sans
frottement sur le rail. Le rail tourne autour du point O. Soit 6 ’angle que fait le rail avec l'axe
horizontal, et = I’abscisse du chariot sur le rail (distance entre O et le chariot). Soit J le moment
d’inertie du rail par rapport a O, et g 'accélération de la pesanteur. Le controle est le couple u
exercé sur le rail (voir figure 14.1).

FIGURE 14.1 — Chariot sur rail

1. (a) Montrer que le Lagrangien du systéme s’écrit

L(x,i,0,0) = %J@Q + %m(gc2 + 226%) — mgxsin 6.



248 CHAPITRE 14. OBSERVABILITE DES SYSTEMES DE CONTROLE

(b) En déduire que les équations du systéme mécanique sont
i(t) = z(t)0(t)* — gsin O(t)

— oz (u(0) = 2 (00(0) — o) coso(0).

6()
(¢) En posant y = #, 0 =w, et X = (z,y,0,w), mettre ce systéme sous forme d'un systéme
de controle (S) de la forme X (¢) = f(X(¢),u(t)).

2. Déterminer les points d’équilibre (X, u.) du systéme de controle (S).

3. Ecrire le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (X, u.) = (0,0), et montrer qu’il est

controélable.

4. (a) Enoncer et démontrer une condition suffisante sur K = (k1, ka2, k3, k1) pour que le sys-
téme bouclé par le feedback u = KX soit localement asymptotiquement stable en ce
point d’équilibre.

(b) Coustruire un tel feedback placant les poles en —1.

5. (a) Le systéme linéarisé est-il observable si on observe y = ' ?

(b) Est-il possible de stabiliser le systéme en (0,0) par le retour d’état statique u = ky ?

6. Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation en (0,0) par retour d’état
dynamique, en utilisant l'observable précédente. On donnera notamment des conditions
nécessaires et suffisantes sur les matrices de gain assurant la stabilisation.

Exercice 14.4.3 (Probléme d’examen). On considére un systéme mécanique plan formé de deux
pendules de masse m, couplés par un ressort de raideur k, et ayant un angle 6;, i = 1,2, avec
la verticale. Pour simplifier, on suppose que les tiges, de longueur [, des pendules, sont de masse
nulle, et que, en approximation, ’axe du ressort reste horizontal au cours du mouvement. On note
g Paccélération de la pesanteur. Le controle est une force u horizontale exercée sur le pendule de
droite.

Avec 'approximation précédente, les équations du systéme mécanique sont

{ mi?6, (t) = ka®(sin O5(t) — sin 0y (t)) cos 0y (t) — mgl sin 6 (t)
mi0,(t) = ka®(sin 0 (t) — sin f(t)) cos O (t) — mglsin Oy (t) + u(t) cos O (t)
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1. En posant w; = 6;, i = 1,2, et X = (01, w1, 02, wz), mettre ce systéme sous forme d'un
systéme de controle () de la forme X (t) = f(X (¢), u(t)).
Montrer que (X.,u.) = (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

Dans la suite du probléme, on pose

ka? 1
mi2 VT e

ka®> g
=ty s
2. Ecrire le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (X, u.) = (0,0), et montrer qu’il est
controlable.
3. (a) Démontrer qu'une condition suffisante sur K = (k1, k2, k3, k4) pour que le systéme (5)
bouclé par le feedback u = KX soit localement asymptotiquement stable en ce point
d’équilibre est

2
k4 < 07 k3 < _Oé, BVkl +Oé’}/]€3 +ﬁ2 < CY2,
Y

(aks + Bk2)(—vka (20 — vks) + v(oks + Bk2)) < kG (avks + 8% — o + Byk1).

—
=

Construire un tel feedback placant les poles en —1.

—~ o~
=

)

a) Le systéme linéarisé est-il observable si on observe y = 6, 7
) Est-il possible de stabiliser le systéme en (0,0) par le retour d’état statique u = koy ?
)

—
e

Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation en (0,0) par retour d’état
dynamique, en utilisant I’observable précédente. On donnera notamment des conditions
suffisantes sur les matrices de gain assurant la stabilisation.

Exercice 14.4.4 (Probléme d’examen). On considére un systéme de suspension magnétique, ot
une boule magnétique de masse m est maintenue en lévitation par un électroaimant relié & un
circuit électrique, de résistance R. Le controle u est la tension aux bornes de ce circuit. On note
x1 = 0 la position verticale de la boule, avec, par convention, 1 = 0 lorsque la boule repose sur
lélectroaimant (en 1’absence de courant). On note x3 l'intensité traversant le circuit électrique.
L’inductance électromagnétique est modélisée par

Lo

L($1)2L1+1+w_1,

ot Lo, L et a sont des constantes positives. La force électromagnétique (verticale) engendrée par

I’électroaimant est alors
Loax3

2(a+ 1)

Enfin, la boule est aussi soumise & une force de friction —kdq, ou k > 0.

F(l‘l,,fg) = —

Les équations du systéme sont

x'l = T2

. k Loaxg

. 1 LoaI2I3 >

3= ————-Ras+ ——"= +u
ST L+ Ly < ST ata)?

Lo
1+t
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X1

@

0™ | électroaimant

1. (a) En posant = (x1,z2,73)T, mettre ce systéme sous forme d’un systéme de controle ()
de la forme @(t) = f(x(t), u(t)).

(b) Montrer que les points d’équilibre (z.,u.) du systéme sont de la forme ((r,0,%), uc), ol

r >0, et
2mg
| = \| 5> Uue= Ri.
i=(a+r) Toa’ u i

Dans la suite du probléme, on pose

Loai 1

o= , B= .
(a+7)? Ly + 3%

Le but est de stabiliser le systéme en un point d’équilibre (z¢,u.) = ((r,0,), u.). On prendra
les valeurs numériques suivantes :

m=0.1%kg, k=0.000 Nmts!, ¢g=981m.s"2 a=0.05m,

Lo=001 H, L =002H, R=1Q,r=0.05m,

2. (a) Montrer que le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (x.,u.) sécrit 0x(t) =
Adx(t) + Bou(t), avec

0 1 0 0
_ ai _k  _a _
A= m(a+r) m m ) B = 0 5
0 af  —BR B

et montrer qu’il est controlable (en temps quelconque).
(b) Ce systéme linéarisé est-il stable en 1’absence de controle ? Qu’en déduire pour le systéme
()7
3. (a) Démontrer qu’une condition suffisante sur K = (ki, ko, k3) pour que le systéme (S)

bouclé par le feedback u = u. + K(z — x.) soit localement asymptotiquement stable en
ce point d’équilibre est

—1 k
k —_— k R+ —
1>a—|—1"7 8 < +[3m’
k 9 o ot
(BR'FE—B]%) (Rk+a —m+ak2—kk3>>ak1+a+T.

(b) Coustruire un tel feedback placant les poles en —1.
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4. (a) Le systéme linéarisé est-il observable si on observe y = x1 7
(b) Est-il possible de stabiliser le systéme en (z., u.) par le retour d’état statique u = koy ?

(¢) Expliquer soigneusement comment stabiliser (S) en (z., u.) par retour d’état dynamique,
en utilisant l'observable précédente. On donnera notamment des conditions suffisantes
sur les matrices de gain assurant la stabilisation.
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